Redes y topologia débil

El concepto de sucesiones es una herramienta muy importante y cémoda para trabajar
con la topologia en los espacios métricos. En los espacios topologicos generales, las redes
hacen un papel similar.

Definicién (conjunto dirigido). Un conjunto dirigido es un par (X, >) donde X es un
conjunto y > una relacién binaria transitiva sobre X, que cumple la siguiente propiedad
especial:

Ve,ye X dzeX z-=x A z-u.

En lugar de y > = (y sucede a x) se escribe también x < y (x precede a y).

1. Sean (X, %) un espacio topolégico y  un punto de X. Denotemos con ¥, el conjunto
de todas las vecindades abiertas de x:

T, ={UeZT:zeU}.
Entonces (%T,, C) es un conjunto dirigido (U; sucede a U, si Uy C Us).

2. En la situacion del ejercicio anterior, definamos un conjunto P y una relacion > me-
diante a las siguientes férmulas:

P={(Uy): Ue%, yeU}
(U, y1) = (U, ) <= Ui CUs.

Entonces (P, ) es un conjunto dirigido.

Definicién (red). Una red es un par (r, =) donde r es una aplicacién y > es una relacién
que dirige el dominio de definicién de r. Si r: A — X entonces en lugar de (r, =) escriben
también (r,, v € A,>) y dicen que (r, ) es una red en X.

Definicién (limite de red). Sean X un espacio topoldgico, (r,>=) = (1, € A, >) una
red en X y z un punto en X. Se dice que z es un limite de la red (r,>) y se escribe
(r,>=) — x si para cualquiera vecindad U de x existe un elemento a € A tal que r3 € U
para todos > a.

Obviamente una sucesion es una red, cuyo conjunto de indices es el conjunto N dirigido
mediante a relacién >. Consideremos otros ejemplos importantes.

3. Sea f: R — R. Construir una red (r,>) tal que

Tr——00

flz) —=yo <= (r,>) — 0.

4. Sean X,Y espacios topolédgicos, f: X — Y una funcién, xq € X. Construir una red
(r,>) tal que
flo) =y <= (1) =
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5. Sean X, Y espacios topologicos, Z un conjunto, f: Z7 — X y g: Z — Y unas funciones,

Yo € Y. Se escribe que g EimicR Yo si para cada vecindad V' de yy existe una vecindad U
de xq tal que para todo z € Z la condicién f(z) € U implica g(z) € V. Construir una red
(r,>) tal que

f—zo

g——Y% <<= (r>)— .

6. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff (espacio del tipo T3) y (r,>) una red en
X.Sir — x; yr — o entonces r; = 5. En otras palabras, una red en un espacio de
Hausdorff no puede tener mas que un limite.

7. Teorema (descripcién de cerradura en términos de redes). Sean X un espacio
topoldgico, Y un subconjunto de X y z € X. Entonces z € clos(Y') si y solo si existe una
red r en Y tal que r — z.

Definicién (sistema de bases locales). Sea X un conjunto. Para cada punto xz € X
sea i, un sistema de subconjuntos de X, i.e. &, C X. Se dice que {4, },cx es sistema de
bases locales en X si {4, },ex cumple las siguientes condiciones:

1.V e X U, #0.

2.Vee X YUeld, zeU.

3.Vee X VU,,U;edd, FUsel, UsCU NUs.

4. VreX YUel, VyeU 3IVeld, VCU.
Definicién (sistema basico de vecindades abiertas). Sea (X, T) un espacio topoldgi-
co. Para cada punto x € X sea i, un sistema de subconjuntos de X, i.e. U, C X. Se

dice que {4, },cx es sistema basico de vecindades abiertas de la topologia T si para todo
x € X setiene U, C T,y

YWwe®, AUeld, UCV.
Aqui T, ={VeZzeV}]

8. Sean (X, T) un espacio topologico y {, }.cx un sistema bésico de vecindades abiertas
de la topologia T. Entonces {il,},cx cumple los axiomas de sistema de bases locales.

9. Sean X un conjunto y {4, },cx un sistema de bases locales en X. Entonces existe una
T en X tal que {4, }.cx es un sistema bdsico de vecindades abiertas de . Tal topologia
T es Unica.
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10. “Sucesiones no son adecuadas”. Sea X el conjunto N2 = {0, 1,2,...}2. Para todo
(m,n) # (0,0) sea Uy = {{(m,n)}}. U € Y siy solo si

{m € No: [{n € Ny: (m,n) ¢ U}| = co}| < 0.

Mostrar que {4, },cx es un sistema de bases locales y por lo tanto define una topologia en
X. Mostrar que (0,0) € clos(X \ {(0,0)}) pero ninguna sucesién en X \ {(0,0)} converge
al punto (0,0).

11. Teorema (criterio de continuidad en términos de redes). Sean X, Y espacios
topoldgicos v f: X — Y una aplicacion. Entonces f es continua si y solo si para cada red
r en X convergente a un punto x € X lared f or converge al punto f(z).

Topologia débil

Definicién (topologia débil). Sean X un conjunto y ¥ C C* un conjunto de funciones
de X en C. Suponemos que X # @ y F # &. Para cada punto x € X definimos {4, C 2%
como

ux = {U($757f1a"'7fk):€>07 ]{IEN, fl""’fkef}d}

donde
Ulz,e, f1,..., fu) ={y € X: |f;(y) — fi(z)| <e, 1 <j <k}

12. El sistema de los conjuntos {i, },cx cumple los axiomas de sistema de bases locales
y por lo tanto efectivamente define una topologia.

13. Criterio de convergencia respecto a la topologia débil. Sean X un conjunto
con la topologia débil T4, r una red en X y x un punto en X. ;Cuaando r converge a x?

14. Sea X un espacio de Banach y X* el espacio dual correspondiente (el espacio de
todos los funcionales lineales continuos). Recordar como se define la topologia débil* en
X*. Mostrar que esta topologia es un caso particular de la topologia débil.

15. Teorema de Banach—Alaoglu. Sean X un espacio de Banach, Y la bola unitaria
cerrada en X*:

Y ={fe X" |fll < 1)

Entonces el conjunto Y es compacto en la topologia débil*.

pagina 3 de 3



