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Circunferencia unitaria

La circunferencia T con medida normalizada
1 )
T:={zeC: |z| =1}, ur(S) = Z,u{x € [0,27): e* € S}.

La medida pr es “normalizada”:  pup(T) =1
e invariante bajo rotaciones: up(7S) = pp(S) Vr e T.
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Circunferencia unitaria

La circunferencia T con medida normalizada
1 )
T:={zeC: |z| =1}, ur(S) = Z,u{x € [0,27): e* € S}.

La medida pr es “normalizada”:  pup(T) =1
e invariante bajo rotaciones: up(7S) = pp(S) Vr e T.

T como el segmento [—, 7] con extremos pegados

A cada funcién f: T — C le corresponde la funcién g: [—m, 7] — C,
g(x) := f(e”), que cumple g(—m) = g(n).
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Coeficientes de Fourier

Espacio L}(T)

Fla = [ IFOldu(e) = 5- [ 1)l dx.
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Coeficientes de Fourier

Espacio L}(T)

1 i ix
1Flay = [ IFOldun(e) = 5= [ 1F(e)ldx.

Definicion
Para cualquier funcién f € L1(T), denotemos por f, (n € Z) sus
coeficientes de Fourier:

= / £ F(8) dpm(t) = — / e £ (&) dx.
T 2w J_n
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Matrices de Toeplitz
Definicién

La matriz A € C"*" se llama matriz de Toeplitz si cada diagonal paralela a
la diagonal principal, es constante:

Ajtskts = Ajk para todos posibles j, k, s.

Denotemos por ak al valor comin de los elementos de la k-esima diagonal.
Entonces

A= @—i)her-

Ejemplo (n = 4)

da 4d-1 4d—2 a-s3
a a a_ a_
A— 1 0 1 2
an =51 =l a_i
a3 dn al do
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Funcién generadora
a; fijos, n — o0
Habitualmente la sucesién {a }kez esta dada vy fija,

y se estudian las propiedades de T,(a) cuando n es muy grande,
i.e. el comportamiento asintético de T,(a) cuando n — oo.

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Matrices de Toeplitz 18 de junio de 2009 9 /43



Funcién generadora
a; fijos, n — o0

Habitualmente la sucesion {ax }kez esta dada y fija,
y se estudian las propiedades de T,(a) cuando n es muy grande,
i.e. el comportamiento asintético de T,(a) cuando n — oo.

ax como coeficientes de Fourier de una funcion

Por lo comln, los niimeros aj tienden rapidamente a cero
y se pueden ver como coeficientes de Fourier de una funcién a € L}(T).
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Funcién generadora
a; fijos, n — o0

Habitualmente la sucesion {ax }kez esta dada y fija,
y se estudian las propiedades de T,(a) cuando n es muy grande,
i.e. el comportamiento asintético de T,(a) cuando n — oo.

ax como coeficientes de Fourier de una funcion

Por lo comln, los niimeros aj tienden rapidamente a cero
y se pueden ver como coeficientes de Fourier de una funcién a € L}(T).

Definicién
Paraac [Y(T)y ne {1,2,3,...},
Tn(a) := (aj—k)j k=1,

La funcién a se llama la funcién generadora o el simbolo de las matrices
Tl(a), Tg(a), T3(a),
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Clases de simbolos

Aunque la condicién a € LY(T) es suficiente para definir a, y Tph(a),
habitualmente se consideran condiciones mas fuertes.
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Clases de simbolos

Aunque la condicién a € LY(T) es suficiente para definir a, y Tph(a),
habitualmente se consideran condiciones mas fuertes.

Clases de simbolos mas usadas:

@ L°°(T), funciones esencialmente acotadas.
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Clases de simbolos

Aunque la condicién a € LY(T) es suficiente para definir a, y Tph(a),
habitualmente se consideran condiciones mas fuertes.

Clases de simbolos mas usadas:

@ L°°(T), funciones esencialmente acotadas.
e C(T), funciones continuas.

o Algebra de Wiener W(T) := {f € C(T): > _ |ax| < 400}

+oo
Si a € W(T), entonces a(t) = Z axtk.

k=—o0
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Clases de simbolos

Aunque la condicién a € LY(T) es suficiente para definir a, y Tph(a),
habitualmente se consideran condiciones mas fuertes.

Clases de simbolos mas usadas:
@ L°°(T), funciones esencialmente acotadas.
e C(T), funciones continuas.
o Algebra de Wiener W(T) := {f € C(T): > _ |ax| < 400}

+00
Si a € W(T), entonces a(t) = Z axtk.

k=—o0

p
@ Polinomios de Laurent:  a(t) = Z atk.
k=—q
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Matrices de Toeplitz de banda

P
Cuando el simbolo a es un polinomio de Laurent, a(t) = Z atk,

k=—q
el nimero de diagonales no nulas es finito,
i.e. para todo n la matriz T,(a) es una matriz de banda.
Ejemplo (a(t) = =3t +2i + (4 — i)t + t?)
2i -3 0 0 0 0
4—j 2j -3 0 0 0
1 4—i 2i -3 0 0
T@=1 o 1 4-i 20 -3 o
0 0 1 4—i 2i =3
0 0 0 1 4 —j 2j
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Matrices de Toeplitz hermitianas

Si la funcién a es real, entonces a_, = 3, para todos k € Z,
y para todo n la matriz T,(a) es hermitiana,
i.e. igual a su propia transpuesta conjugada.
Ejemplo
a(e™) = T—x, x€[0,n];
—-m—x, x€][-m0].
Entonces ) )
9 ! 1 i
0 =i =3 -3 —1
i i
[} 0 —I -5 3
T5(a) = é 1 0 —i —é
i .
3 D) 1 0 —1
i i
a3 2 10
.
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Estimaciones rudas para las normas

Muchas propiedades de las matrices de Toeplitz
se pueden formular naturalmente en términos de a.

Teorema (Cotas superiores para las normas)
Para todos a € L>(T) y n € {1,2,3,...},

ITa(2)II < llallco-
Para todos a € LY(T) y n € {1,2,3,...},

ITn(a)ll < nllalls-

Problema no solucionado

Para a € L1(T) \ L°°(T), | Ta(a)]] ~ 7
(icon qué velocidad las normas || T,(a)]| tienden al infinito?)
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Estimacién ruda para los espectros

Teorema

sp(Tn(a)) C conv(EssRange(a)),

donde EssRange(a) es el rango esencial de a, conv es la envoltura convexa.

Ejemplos (EssRange(a) y conv(EssRange(a)))

Im

Im

)V\
7LJRe

v
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Algunas areas donde surgen matrices de Toeplitz

Procesos . .
- Discretiz.
estocast. .
de ec. dif.
estac.
Mecanica: .
Matrices Proces-to
deformaciones . -
) de Toeplitz de sefiales
de capa fina
Fisica: Quimica:
el modelo ME @
de lIsing

partes repet.
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Procesos estocasticos estacionarios

Definicién (procesos estocasticos estacionarios)

Sea {Xk}kez un proceso estocastico de tiempo discreto.
El proceso { X }kez es estacionario (en sentico estricto)
si su distribucién conjunta de probabilidad es invariante
respecto a desplazamientos en el tiempo.

Ejemplos
@ el ruido blanco

o el esquema de Bernoulli

@ modelo autorregresivo de media mévil (“ARMA" en inglés)
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Procesos estocasticos estacionarios en sentido amplio

Definicién

El proceso {X}«ez es estacionario en sentido amplio
(o en sentido débil) si su media y covarianza

son invariantes respecto a desplazamientos en tiempo:

EX;=EX, Vk,j€Z
Cov(Xjts, Xkts) = Cov(Xj, Xk) Vk,j,s € Z.

En este caso Cov(Xj, Xi) depende sélo de j — k: Cov(Xj, Xk) = aj_«,

y la matriz de covarianzas (Cov(Xj, Xk))7x—; es una matriz de Toeplitz.

v
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Procesos estocasticos estacionarios en sentido amplio

Definicién

El proceso {X}«ez es estacionario en sentido amplio
(o en sentido débil) si su media y covarianza

son invariantes respecto a desplazamientos en tiempo:

EX;=EX, Vk,j€Z
Cov(Xjts, Xkts) = Cov(Xj, Xk) Vk,j,s € Z.

En este caso Cov(Xj, Xi) depende sélo de j — k: Cov(Xj, Xk) = aj_«,

y la matriz de covarianzas (Cov(Xj, Xk))7x—; es una matriz de Toeplitz.

v

Nota

Todo proceso estacionario en sentido estricto
es también un proceso estacionario en sentido amplio.
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Discretizacidon de ecuaciones diferenciales

Problema de valor de frontera

f(x) = g(x), xe€(0,1);

Encontrar f € C%([0,1]) tal que f(0) = «;
f(1) =8
Particién del segmento
Dividimos el segmento [0, 1] en n+ 1 partes:
= Re=flw). e ()
Xk-—n+1, k ‘= T\Xk), 8k = 8\ Xk)-

0 —fi—fh—fh—fi—f

x=0 x =

1 =2 =3 4 x=1
5 X=§5 X=§5 XT3

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Matrices de Toeplitz 18 de junio de 2009 21 /43



Discretizacidon de ecuaciones diferenciales

Aproximacién de las derivadas
Las derivadas se pueden aproximar con diferencias finitas:

- f(x + h)+ f(x — h) — 2f(x)

"(x) e
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Discretizacidon de ecuaciones diferenciales

Aproximacién de las derivadas
Las derivadas se pueden aproximar con diferencias finitas:

f(x+h)+f(x—h)— 2f(x)'

f(x) = =)

Discretizacion del problema

L fi_1—2f +2f, -
Usando la aproximacién f”(xy) ~ “h—‘fr"“ y las condiciones de

frontera, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales algebraicas:

—2h+hHh = Mg —a
h—2h+f = hg;
fh—2f3+1f, = hgs;

=2 = g —p;
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Discretizacidon de ecuaciones diferenciales
Discretizacion del problema

Usando la aproximacién f”(xy) ~ y las condiciones de

f—1—2f42f 1
h2
frontera, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales algebraicas:

—2h+fHh = hg—q
h—2h+f = he;
fh—2f3+1f, = hgs;

f—2f = Mg~ b

Discretizacién del problema (en forma matricial)

-2 1 0 O© fi g — o
1 -2 1 0 hl | he
0o 1 -2 1 ] hg3
0 0 1 =2 fa h’gs — 3

La matriz del sistema es T4(a) con a(t) = t1 —2 + t.

v

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Matrices de Toeplitz 18 de junio de 2009 22 /43



Discretizacidon de ecuaciones diferenciales

Discretizacién del problema (en forma matricial)

-2 1 0 0 fi g — o
1 -2 1 0 h|l | he
0o 1 -2 1 A hg3
0 0 1 =2 fa hgs — 3

La matriz del sistema es T4(a) con a(t) = t1 —2 + t.

Nota

A los problemas de frontera mas complicados les corresponden
matrices de Toeplitz con mayor nimero de diagonales no nulas
o algunas generalizaciones de las matrices de Toeplitz.
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Matices de Toeplitz tridiagonales

Consideremos el caso muy simple pero importante:

a(t) = a_1t_1 + ap + altl

Las matrices correspondientes tienen tres diagonales no nulas:

a a—1 0

al da 4d—1

Ts(a) = 0 a a
0 0 al

0 0 0

(a1,a-1 #0)
0 0
0 0
a_i 0
dp 4d—1
ai a0

Los valores y vectores propios de estas matrices se pueden escribir en

forma explicita.
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Matrices de Toeplitz tridiagonales

Teorema
Sea a(t) =a_it !+ ag+ait, donde aja_j #0.
Entonces los valores propios de Tp(a) son

kT
n+1

Ak = ag + 24/aja_1 cos

y los vectores propios correspondentes son
al / . kj?T

Vi = — | sin
a_1 n+1

La curva z = a(e”), x € [, 7], es la elipse con focos ag 4= 2./a1a_1,
y los puntos Ay estdn en el segmento que une los focos.

Jj=1

Nota geométrica

V.
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Matrices de Toeplitz tridiagonales

Ejemplo: el rango del simbolo y espectro

Ejemplo (Range(a) y sp(Tso(a)) para a =t~ + (4 + i)t)
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

El estudio de estas matrices se puede reducir a un caso particular:
-1 ix .2 X
a(t)y=2—t—t ", g(x) ;= a(e™) =2 —2cosx = 4sin 5
4
—T 0 T X
.
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Valores propios

_ —il (XY — 4 cin2
Para a(t)=2-t—t y g(x):=a(e™) = 4sin® 3,

)\k(Tn(a)):4sin2%:g< km )

—T 0 T X
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Valores propios

_ —il (XY — 4 cin2
Para a(t)=2-t—t y g(x):=a(e™) = 4sin® 3,

Ak(Tn(a)):4sin2ﬁ:g< km )

—T 0 T X
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Vectores propios

Férmulas y dibujos para los vectores propios de T,(2 —t — t1):

n
(n) 2 . Kkm
Xk \/Zsmn—i-l _

j=1
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Vectores propios

Férmulas y dibujos para los vectores propios de T,(2 —t — t1):
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Vectores propios
Férmulas y dibujos para los vectores propios de T,(2 —t — t1):

20
2 2j
x2(20) = (\/;sin %) .

J=1
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Vectores propios
Férmulas y dibujos para los vectores propios de T,(2 —t — t1):

20
? ;
x3(20) = (\/;sin 3;—;) .

J=1
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Vectores propios
Férmulas y dibujos para los vectores propios de T,(2 —t — t1):

20
2 4
X§20) = (\/;sin %) .

J=1
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Matrices de Toeplitz tridiagonales hermitianas

Vectores propios
Férmulas y dibujos para los vectores propios de T,(2 —t — t1):

20
? .
x5(20) = (\/;sin 5;—;) .

J=1
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Invertibilidad asintoticamente uniforme

Definicién
La sucesién de matrices {A,}52, es invertible asintoticamente uniforme

(estable) si
limsup || A, ]| < oo.
n—oo

Aqui ||A; || := oo si A, no es invertible.
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Invertibilidad asintoticamente uniforme

Definicién
La sucesién de matrices {A,}52, es invertible asintoticamente uniforme

(estable) si
limsup || A, ]| < oo.
n—oo

Aqui ||A; || := oo si A, no es invertible.

i Cudndo la sucesién T,(a) es estable?

Para formular la respuesta, necesitamos una nocién auxiliar,
el nimero de vueltas (“winding number” en inglés).

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Matrices de Toeplitz 18 de junio de 2009 32 /43



Nimero de vueltas: ejemplos

Ejemplo (valores de wind(a, \))
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Nimero de vueltas: ejemplos

Ejemplo (valores de wind(a, \))

0
0 <2
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Nimero de vueltas: definicion formal

Sea a € C(T), a(t) # 0 para todos t € T. Entonces existe una funcién
continua f: [—7, 7] — R tal que

a(e™) = |a(e™)[ef™)  (x € [-m, a]).

La funcién f se llama argumento continuo de la funcién x — a(e”™).
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Nimero de vueltas: definicion formal

Sea a € C(T), a(t) # 0 para todos t € T. Entonces existe una funcién
continua f: [—m,n] — R tal que

a(e") = la(e™)|e"™)  (x € [-m,]).

La funcién f se llama argumento continuo de la funcién x — a(e™).

Definicién
Sea a € C(T), a(t) # 0 para todos t € T.
El nimero de vueltas de la funcién a alrededor del punto 0 se define como

wind(a) := —f(ﬂ) ;;(_ﬂ),

donde la funcién f es un argumento continuo de la funcién x — a(e™).
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Nimero de vueltas: definicion formal

Definicién
Sea a € C(T), a(t) # 0 para todos t € T.
El nimero de vueltas de la funcién a alrededor del punto 0 se define como

_ f(x) — (=)

wind(a) : 5 ,
™

donde la funcién f es un argumento continuo de la funcién x — a(e™).

Definicion
Sea a € C(T), a(t) # A para todos t € T.
El nimero de vueltas de a alrededor del punto A se define como

wind(a, A) := wind(a — \).
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Invertibilidad asintoticamente uniforme

Teorema

Sea a € W(T). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
e limsup,_ | T, 1(a)| < +oo.
@ a(t) # 0 para todos t € T y wind(a) = 0.
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Invertibilidad asintoticamente uniforme
Teorema

Sea a € W(T). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes
o limsup, o || 75 (a)l| < +oo.

@ a(t) # 0 para todos t € T y wind(a) = 0.

Example (Range(a) y {\ € C: limsup || T, *(a — \)|| = oo})
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Comportamiento promedio de los valores propios

Definicién

Sean A una matriz hermitiana n x n, A1(A), ..., An(A) sus valores propios,
f: [m, M] — C una funcién continua, sp(A) C [m, M].

Entonces la f-traza de A es

i f(A(A)) =trf(A).
k=1
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Comportamiento promedio de los valores propios

Definicién

Sean A una matriz hermitiana n x n, A1(A), ..., An(A) sus valores propios,
f: [m, M] — C una funcién continua, sp(A) C [m, M].

Entonces la f-traza de A es

i F(Ae(A)) = tr F(A).
k=1

Teorema (EI primer teorema limite de Szego)

Sea a € L*°(T) una funcién real, Range(a) C [m, M].
Entonces para cada funcién f € C([m, M]) se tiene

nIer;o;ZfAk Tn(a))) = o / f(a(e®)) d
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Comportamiento promedio de los valores propios

Teorema (EI primer teorema limite de Szego)

Sea a € L*°(T) una funcién real, Range(a) C [m, M].
Entonces para cada funcién f € C([m, M]) se tiene

,,I'_EEO_Z’C M(Th(a))) / f(a(e®)) d

Corolario (Densidad limite de los valores propios)
Sea a € L*°(T) una funcién real, Range(a) C [m, M].
Entonces para cada segmento [a, 3] C [m, M]

nirgo {k )‘k(Tn(:)) = [avﬂ]} _ %M{X: a(eiX) c [Oé,ﬁ]}
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n—oo

Comportamiento promedio de los valores propios

n

lim {k /\k(Tn(a)) = [O‘?B]} _

1
27

pix: a(e™) € [o, A1}
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Comportamiento promedio de los valores propios

i B ATo(a) € 08} _ 1

n—o0 n - 27

pix: a(e™) € [o, A1}

Ejemplo (Gréafica de y = a(e™) y espectro de T,(a))

a(ty=2t"14+t1+t+2t3 n=50

© ¥
%
e

n n n n n n
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Limites de espectros

Ejemplo (Range(a) y sp(T,(a)) para a =t~ +t — t?)

v
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Limites de espectros

Ejemplo (Range(a) y sp(T,(a)) para a =t~ +t — t?)

n=40
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Limites de espectros

Ejemplo (Range(a) y sp(T,(a)) para a =t~ +t — t?)
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Limites de espectros

Ejemplo (Range(a) y sp(T,(a)) para a = t=2 + t3)
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Limites de espectros

Ejemplo (Range(a) y sp(T,(a)) para a = t=2 + t3)

n=40
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Limites de espectros

Ejemplo (Range(a) y sp(T,(a)) para a = t=2 + t3)

SRR n:80
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Limites de espectros

Teorema (Schmidt y Spitzer, 1960)

p
Sea a(t) = Z axt" conp>=1,9>1a,#0, a_q#0.
k=—q

Para cada X\ € C denotemos por zi()), ..., zp+q()) las raices del
polinomio Zi:g ak_qzk — z9)\, numeradas en tal manera que

2] 2 2] > ... > [2p4q(M)].
Entonces

lim sp(Tn(a)) =A(a) :={A € C: |z,(N\)| = |zp+1 (M)}

n—oo

Problema no solucionado

Describir A(a) (“el esqueleto de a") geometricamente.
Extender el teorema de Schmidt y Spitzer a los simbolos analiticos.

v
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Limites de espectros: el caso no analitico

Ejemplo (Grudsky, Béttcher y Bogoya Ramirez)

El simbolo a(t) = t~1(1 — t)3/* no es analitico en el punto t = 1.
Para este simbolo, lim sp Tn(a) = Range(a).

05

-05 |

L L L
-15 -1 -0.5 0
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Limites de espectros: el caso no analitico

Ejemplo (Grudsky, Béttcher y Bogoya Ramirez)

El simbolo a(t) = t~1(1 — t)3/* no es analitico en el punto t = 1.
Para este simbolo, lim sp Tn(a) = Range(a).

KEK K Ky
e Xy
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