Funciones holomorfas
con valores en un espacio de Banach

Sean X un espacio de Banach y D C C un conjunto abierto y simplemente conexo.

Definicién (funcién holomorfa). La funcién f: D — X se llama holomorfa si es difer-
enciable en cada punto 2y € D. La funcion se llama diferenciable o complejo-diferenciable
en el punto zy € D, si 34 € X tal que

i £ =10 _

2=z 2 — 2
Denotemos con H (D, X) el conjunto de todas las funciones holomorfas de D en X.

Definicién (funcién analitica). Una funcién f: D — X se llama analitica en D si
cerca de cada punta de D esta funcion se desarrolla en una serie de potencias.

Corolario del teorema de Hahn—Banach. Sean X un espacio de Banach y a un
elemento de X. Si f(a) = 0 para cada funcional lineal continua f € X*, entonces a = 0.

Vamos a probar que para cada funcién continua f: D — X las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) f es holomorfa en D;

)
(a’) para cada funcional ¢ € X*, po f € H(D,C);
(b) f es analitica en D;

)

(b’) para cada ¢ € X*, ¢ o f es analitica en D;

(c) para cada contorno cerrado v C D, ]{f(z) dz = 0;

Y

(¢’) para cada funcional ¢ € X* y cada contorno cerrado v C D, ]{go(f(z)) dz = 0;

v

9

(d) Vz€ D Vr e (0,dist(z,0D)) flz) = 2%” 7{
le—2l=r
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(d) Vp e X* Vze D Vre(0,dist(z,0D)) o(f(2) = =—
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1. Probar que (a)=-(a’), (b)=(b"), (c)=(c¢’) y (d)=(d’).

2. En el curso de andlisis complejo se muestra que las condiciones (a), (b), (c) y (d)
son equivalentes para cada funcion f: D — C, i.e. para el caso X = C. Recordar estas
demostraciones y formular brevemente sus ideas.

3. Probar que las condiciones (a’), (b’), (¢’) y (d’) son equivalentes.
4. ()=(c) y (d)=(d).

5. Teorema de Morera. (c)=-(a).
6. (d)=(a).
7

. Teorema. Para cada funcién f: D — X todas las condiciones (a), (a’), (b), (b’), (c),
(¢), (d) y (d’) son equivalentes.

8. Teorema de Liouville. Sea f: C — X una funcién entera (ie. f € H(C,X))
y acotada (i.e. existe C' > 0 tal que ||f(2)|| < C para todos z € C). Entonces f es
constante.

9. Convergencia absoluta (“normal”) implica convergencia habitual. Si la serie
> o llan|| converge, entonces la serie Y7 a,, converge también.

10. Condicién necesaria de convergencia. Sea ) a, una seria convergente.
Entonces ||a,|| — 0. En particular, el conjunto {||a,||: » > 0} es acotado.

11. Formula de Cauchy—Hadamard para el radio de convergencia. Consideremos

una serie de potencias (S) con los coeficientes en X: > ja,z". Definamos el nimero

R € [0, 400] por medio de la siguiente férmula:

1
B lim sup {/||an||-

n—oo

Entonces R es el radio de convergencia de la seria (S), i.e. la serie (S) se converge
absolutamente cuando |z| < Ry diverge cuando |z| > R.
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