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Area:
Asesor:

Instrucciones: Resolver todos los problemas de las secciones 1 y 2 y los
que pueda de seccién 3. Todas las soluciones deben ser apropiadamente
justificadas. El examen tiene una duracién de 3 horas.

1. Algebra lineal

Notaciéon: Dado un campo vectorial F', M, ., (F') representa el con-
junto de matrices de n x m con entradas pertenecientes al campo F'.

1.1 Dado A = (\y,---, \,) un vector distinto de cero, determine el
rango de la matriz (\; - \;) € M,,«,,(R).

1.2 Sea P, C R[z] el espacio vectorial de polinomios de grado < 2
en la variable z y sea T' : P, — P la transformacién lineal dada

por

d*p  dp
2 .
T(p)==x @‘Fl"%, p € Ps.

Calcule los valores propios y los vectores propios de 7.
1.3 Determine si las siguientes funciones H son formas bilineales:

(a) Sea V = (C([0,1]) el espacio vectorial de las funciones con-
tinuas sobre [0, 1] con valores en R y defina

H(f.g) = / f(hg(t)dt, Vf.geV.

(b) Sea V = R? y defina H(z,y) := det(z,y), Vr,y € R?, donde
det(z,y) representa el determinante de la matriz A en Ms,»(R),
de tal manera que € R? es la primer columna de A y
y € R? la segunda columna de A.
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2. Célculo
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2.2

2.3

Sea f : R = R una funcién derivable en todo su dominio que
satisface la ecuacion

fle+y)=f(2)f(y) Vz,yeR.
Demuestre:

@ [f(2)f(y) = f'y)f(z) Vo,yeR.
(b) Existe una constante c € R tal que f'(z) = cf(x), Vo € R.
(c) De los incisos anteriores concluya que f(z) = e Vz € R, si

f(0) # 0.

Dado a,, > 0 para toda n € N, dar una demostracién o un con-
traejemplo de cada una de las siguientes proposiciones:

(@ SiY, a, diverge, entonces ) a2 diverge.
(b) Siy", a2 converge, entonces Y, a,/n converge.

Supongamos que para cualquier z > 0, la funcién f : R = R
satisface la ecuacion

N 1 1
/ ft)dt = —3 + 2% + 2 sen(2z) + 3 cos(2x).
0

Calcular f (Z) y /' (3).

3. Problemas opcionales

3.1

3.2
3.3
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Sea { f,} una sucesion de funciones medibles tales que f,, : S C
R — R es acotada para cada n € N. Demuestre que si f, — f
uniformemente, entonces f es acotada en S.

Calcular el grupo fundamental del plano proyectivo RP2.

Demuestre que en todo conjunto de 5 puntos en el plano, sin
tres puntos colineales, siempre hay 4 puntos que forman un
cuadrilatero convexo.

Sea X un espacio topolégico, Y un espacio de Hausdorff y con-
sidere dos funciones continuas f : X — Y yg: X — Y. De-
muestre que {z € X | f(z) = g(x)} es cerrado.



