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Invariantes en Geometŕıa y Topoloǵıa ∗

Daniel Juan Pineda †

Universidad Nacional Autónoma de México

En esta nota definiremos el grupo de Whitehead asociado a un grupo. Describiremos
los fenómenos topológicos que deseamos estudiar con este grupo y algunos resultados
actuales al respecto.

We will define the Whithead group associated to a group. We will also describe
topological phenomena that are classified by these groups and some recent results.

Palabras claves: Grupo de Whitehead, teoŕıa K, h-cobordismo.
Keywords: Whitehead group, K-theory, h-cobordism.

1. Introducción

Tanto en geometŕıa como en topoloǵıa nos interesa clasificar objetos de acuerdo a sus
propiedades, para esto encontramos diferentes nociones de equivalencia, a saber por
homeomorfismo, isometŕıa o equivalencia homotópica. Cada uno de estos conceptos
resaltan propiedades diferentes de los objetos a clasificar: el primero y el tercero
se enfocan a propiedades invariantes bajo deformaciones mientras que el segundo
resalta propiedades métricas del objeto. El grupo de Whitehead, Wh(G) asociado
a un grupo es un grupo naturalmente asociado a un grupo y clasifica una clase
de objetos asociados a un espacio denominados h-cobordismos, estos h-cobordismos
los podemos pensar como deformaciones de una homotoṕıa, en cierta forma miden
cuantas deformaciones de una homotoṕıa se pueden construir. El proceso de definir
Wh(G) pasa por un problema clásico de algebra lineal: dada una matriz invertible,
¿Cuándo la puedo llevar mediante operaciones elementales a una matriz diagonal? En
álgebra lineal clásica sobre un campo, ésto siempre es posible, el aspecto novedoso es
que trabajaremos con matrices sobre anillos, probablemente no conmutativos. En la
segunda parte de este trabajo daremos propiedades generales de Wh(G) para familias
de grupos conocidos. Finalmente relacionaremos Wh(G) con topoloǵıa y veremos
algunos problemas abiertos.

2. Un poco de álgebra

Sea R un anillo con unidad 1 y consideremos el grupo GLn(R) de las matrices inver-
tibles de tamaño n× n con coeficientes en R. Ahora consideremos las inclusiones

GL1(R) ⊂ GL2(R) ⊂ GL3(R) · · ·

∗Recibido el 10 de Junio de 2010 y aceptado el 8 de Septiembre de 2010
†Dirección postal: Instituto de Matemáticas, Unidad Morelia, UNAM Campus Morelia, More-

lia Michoacán, C. P. 58089 Tel.(+52) 322 27 98. Correo electrónico: daniel@matmor.unam.mx
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4 Daniel Juan Pineda

dadas por

A 7→
(

A 0
0 1

)
.

Definimos GL(R) = ∪k(GLk). Notemos que GL(R) es un grupo y que sus elementos
son matrices invertibles arbitrariamente grandes. Ahora definimos K1(R) = GL(R)ab

donde GL(R)ab denota al grupo abelianizado de GL(R). Por definición K1(R) es un
grupo abeliano. Veamos algunos ejemplos:

1. Cuando F es un campo o un anillo euclidiano se tiene que K1(F ) = F ∗ donde F ∗

denota a las unidades. Esto se debe a que sobre anillos de esta clase siempre podemos
diagonalizar una matriz invertible con operaciones elementales.

2. Si R es un anillo local se tiene que K1(R) = R∗
ab donde nuevamente tenemos que R∗

denota a las unidades de R y Rab denota a R modulo el ideal generado por xy − yx
con x, y ∈ R∗.

Una clase de anillos que aparecen frecuentemente son los anillos de grupo que a
continuación definimos. Sea G un grupo, el anillo de grupo Z[G] de G se define como
sigue: sus elementos son combinaciones lineales enteras

n1g1 + n2g2 + · · ·nkgk; ni ∈ Z, gi ∈ G,

donde ni ∈ Z. La suma es coordenada a coordenada y para la multiplicación uso la
de G y ley de distribución. Por ejemplo para G = C2 = {e, σ|σ2 = e} el grupo de dos
elementos tenemos

Z[C2] ∼= Z[x]/x2 − 1

ya que sus elementos son de la forma n+mσ con la suma (n1 +m1σ)+(n2 +m2σ) =
(n1+n2)+(m1+m2)σ y producto (n1+m1σ)(n2+m2σ) = (n1n2+m1m2)+(n1m2+
n2m1)σ. En este caso es inmediato probar que Z[C2] es conmutativo y en general se
tiene que Z[G] es un anillo conmutativo si y sólo si G es un grupo conmutativo.

Los elementos ±g con g ∈ G producen elementos obvios en GL1(Z[G]) y por lo
tanto en GL(Z[G]). Denotemos por ±G al grupo generado por estos elementos en
GL(Z[G]).

Definición 1. Sea G un grupo y Z[G] su anillo entero de grupo. El grupo de White-
head Wh(G) se define como el cociente:

Wh(G) = K1(Z[G])/±G.

Un ejemplo inmediato es cuando G = {e} es el grupo trivial, tenemos que Z[G] = Z
y por lo tanto Wh(G) = 0, ya que “toda matriz invertible con coeficientes enteros se
diagonaliza”. Es un hecho notrivial que Wh(C2) = 0 aunque no es para nada obvio
que podemos diagonalizar matrices invertibles con coeficientes en Z[C2]. El primer
ejemplo de un grupo finito con grupo de Whitehead no trivial es C5, el grupo ćıclico
de cinco elementos. En este caso se tiene que Wh(C5) = Z. Es decir, existen una
infinidad de matrices invertibles con coeficientes en Z[C5] que no se diagonalizan. Por
otro lado se sabe que Wh(Sn) = 0 donde Sn es el grupo de permutaciones de n letras.
A continuación enunciamos algunos resultados generales para grupo finitos vea [5]:
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Grupo de Whitehead 5

1. Wh(G) es un grupo abeliano finitamente generado.

2. Wh(G) = SK1(G)+ Zr, donde SK1(G) es, por definición el núcleo del homomorfismo
inducido por la inclusión Z → Q en K1:

SK1(Z[G]) = Nuc[K1(Z[G]) → K1(Q[G])].

3. r = rR(G) − rQ(G), donde rR(G) es el número de representaciones reales irreducibles
de G y rQ(G) es el número de representaciones racionales irreducibles de G.

Una pregunta que nos viene inmediatamente es si existe algo análogo a lo anterior
para grupos infinitos. Por ejemplo para el grupo Z sabemos que Wh(Z) = 0, ver
ejemplo más adelante, nuevamente este es un hecho no trivial y requiere técnicas
avanzadas para su cálculo. Una pregunta fundamental es ¿para que grupos se tiene
que Wh(G) es un grupo finitamente generado?

3. Un poco de topoloǵıa

Recordemos algunos conceptos de topoloǵıa. Una variedad n-dimensional es un es-
pacio topológico Hausdorff que localmente es como un espacio euclidiano, es decir,
cada punto p de M tiene una vecindad U ⊂ M y un homeomorfismo φ : U → Rn.
Una variedad con frontera es un espacio topológico Hausdorff tal que cada punto de
M tiene una vecindad homeomorfa a Rn o a R+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|xn ≥ 0}. En
una variedad con frontera, la frontera de M se define como los puntos que tienen una
vecindad homeomorfa a R+ y con última coordenada cero y la denotamos por ∂M .
No es muy dif́ıcil convencerse de que si M es una variedad con frontera, se tiene que
la frontera es una variedad y que ésta ya no tiene frontera. El problema de clasificar
variedades es central en topoloǵıa. Este problema está resuelto para variedades com-
pactas de dimensión 1 y 2. Sin embargo es un problema abierto en dimensión 3 e
irresoluble para dimensiones mayores a 3. Hacen falta otras relaciones de equivalencia
como la que a continuación describimos.

Definición 2. Sea W n+1 una variedad con frontera de dimensión n + 1. Sean M1

y M2 las componentes de la frontera de W . Supongamos que se tienen retractos
r1 : W → M1 y r2 : W → M2. Entonces diremos que W es un h-cobordismo.

El ejemplo más inmediato de un h-cobordismo es el producto W = M × I, donde
M es una variedad sin frontera, I = [0, 1]. En este caso ∂W = M × {0} tM × {1} y
las retracciones r : W → M son las proyecciones obvias.

Definición 3. Diremos que dos h-cobordismos W1 y W2 son equivalentes si existe
un homeomorfismo f : W1 → W2 tal que f(∂W1) ∼= ∂W2. Al conjunto de clases de
equivalencia lo denotamos como {W n+1}/ ∼.

El problema real es descubrir h-cobordismos no triviales. Esta es una tarea alta-
mente no trivial. Si embargo, el siguiente formidable teorema nos relaciona el grupo
de Whitehead con los h-cobordismos:
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6 Daniel Juan Pineda

Teorema 1 (Barden, Mazur, Stallings) Sea n ≥ 5,W n+1 un h-cobordismo y G = π1(M1) el
grupo fundamental de la componente M1 de la frontera de W . Se tiene una biyección
entre los conjuntos {W n+1}/ ∼ con G = π1(M1) y los elementos de Wh(G). Bajo esta
correspondencia, el h-cobordismo trivial corresponde al elemento trivial de Wh(G).

Como consecuencia de lo anterior tendremos que NO existen h-cobordismos no
triviales con frontera una variedad con grupo fundamental C2. Por otro lado existen
una infinida de h-cobordismos no triviales y no equivalentes si esta variedad tiene
grupo fundamental C5. En caso de tener que la variedad frontera tiene grupo fun-
damental un grupo ćıclico infnito, mencionamos anteriormente que este grupo tiene
grupo de Whitehead trivial, por lo tanto tampoco en este caso existen h-cobordismos
notriviales.

4. El caso de grupos infinitos

Cuando G es un grupo finito, vimos en la sección anterior que Wh(G) es un grupo
abeliano finitamente generado y actualmente existen técnicas algebraica que nos per-
miten describir Wh(G) con bastante precisión (vea [5]). Sin embargo para grupos
infinitos no existen teoremas generales que den propiedades cualitativas Wh(G).
Veamos dos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 1.

Consideremos, C, el grupo ćıclico infinito generado por un elemento t, es decir C =
{ti|i ∈ Z}, el anillo de grupo de C es isomorfo al anillo de polinomios de Laurent en
las variables t, t−1:

Z[C] ∼= Z[t, t−1].

Esto nos lleva naturalmente a estudiar K1 para anillos de polinomios.

Ejemplo 2.

Por otro lado si consideramos el grupo G = C4 × C donde C es el grupo ćıclico
infinito y C4 es el grupo ćıclico de 4 elementos. El anillo de grupo de G nuevamente
es isomorfo a un anillo de polinomios de Laurent:

Z[G] ∼= Z[C4 × C] ∼= Z[C4][t, t−1].

En otras palabras el anillo entero de G es isomorfo al anillo de polinomios de Laurent
del anillo Z[C4].

En los dos ejemplos anteriores tenemos grupos infinitos aparentemente muy senci-
llos y su grupo de Whitehead involucra el cálculo en anillos de polinomios de Laurent.
Este caso ha sido estudiado por H. Bass, A. Heller y R. Swan en [2] y encontraron
una fórmula que lo describe. Para esto necesitamos la siguiente definición.

Definición 4. Sea R un anillo con 1 y ε : R[t] → R la aumentación que en el
generador t se define como: e(t) = 1. El grupo Nil de Bass se define como el núcleo
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de la función inducida por ε,

NK1(R) = Nuc[ε∗ : K1(R[t]) → K1(R)].

Puesto que la inclusión de R en su anillo de polinomios como los polinomios constantes
es una sección para ε se sigue que NK1(R) es un sumando directo deK1(R[t]).

El Teorema fundamental de Bass-Heller-Swan nos da una descripción del grupo de
Whitehead en el caso que hemos descrito arriba:

Teorema 2 (Teorema fundamental) Sea C es grupo ćıclico infinito y G un grupo arbitrario.
Entonces se tiene un isomorfismo natural

Wh(G× C) = Wh(G)⊕ K̃0(Z[G])⊕NK1(Z[G])⊕NK1(Z[G]),

donde K̃0(Z[G]) es el grupo de Grothendieck del monoide de clases de isomorfismo
de Z[G]-módulos proyectivos finitamente generados módulo los Z[G]-módulos libres
finitamente generados vea, [6].

Aplicando este teorema para los dos ejemplos descritos arriba tendremos

1. Para G = {e} es un hecho conocido que NK1(Z) = 0, además en este caso tambien se
tiene que K̃0(Z) = 0 y que Wh(Z) = 0 por lo tanto se tiene que

Wh(Z) = 0.

2. Por otro lado para G = C4 tendremos Wh(C4) = 0, K̃0(Z[C4]) = 0 pero NK1(Z[C4] ∼=
⊕∞Z/2, una suma directa de un una infinidad de copias del grupo Z/2 y por lo tanto

Wh(C4 × C) ∼=
M
∞

Z/2.

En este caso tendremos que ¡Wh(C4×C) es un grupo abeliano infinitamente generado!

Lo anterior contrasta con lo que sucede para grupos finitos y nos da una indicación
de la complejidad en el calculo de grupos de Whitehead en estos casos. También
nos da la idea (via el teorema de clasificación de h-cobordismos) de la existencia
de much́ısimos más h-cobordismos cuando el grupo fundamental es infinito, incluso
cuando el grupo es “aparentemente sencillo” como C4 × C.

El cálculo de grupos de Whitehead puede ser una tarea imposible, en muchos casos
la manera de aproximarse a éstos es con topoloǵıa, geometŕıa y otras ramas de las
matemáticas. Usando estos métodos se han llevado a cabo alguno cálculos exitosos,
enlistemos algunos:

1. Sea G el grupo fundamental de una superficie compacta y sin frontera. Se tiene que
Wh(G) = 0. Este es un hecho formidable, ya que estos grupos son muy sofisticados y
casi todos no conmutativos, vea [4].
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8 Daniel Juan Pineda

2. Sea G un grupo Fuchsiano finitamente generado. Estos grupos son subgrupos de
transformaciones de Möbius especiales y sus subgrupos finitos son todos ćıclico. En
este caso se tiene

Wh(G) =
M

Gi∈Conj(G)

Wh(Gi),

donde los Gi vaŕıan sobre una familia Conj(G) de representantes de las clases de
conjugación de los subgrupos finitos de G, es de notar que esta familia es finita, vea
[3].

3. Sea Gn el grupos de n-trenzas clásicas de Artin. Estos grupos aparecen en muchas
ramas de las matemáticas y no contienen elementos de orden finito. En este caso se
tiene, vea [1]

Wh(Gn) = 0, para todo n ∈ N.

En la actualidad, el estudio de los grupos de Whitehead para grupos infinitos
es una rama muy activa de las matemáticas. Para obtener resultados como los de
arriba, es esencial la geometŕıa del grupo, además de involucrar técnicas modernas de
matemáticas de diferentes ramas. Concluiremos con una conjetura que hasta ahora
ha resistido ser probada en completa generalidad y cuya veracidad tiene consecuencias
notables.

Conjetura 1. Sea G un grupo discreto que no contiene elementos de orden finito no
triviales, entonces

Wh(G) = 0,

notemos que los ejemplos (1) (3) arriba satisfacen la hipótesis.

Por otro lado esperamos que grupos que tengan elementos de orden finito, en
general tengan grupo de Whithehead infinitamente generado.
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Conjuntos de Julia racionales y empaques

de Sierpiński generalizados ∗

Mónica Moreno Rocha †
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Analizamos las aplicaciones racionales postcŕıticamente finitas asociadas a la familia
de grado cuatro

z 7→ z2 + λ/z2,

con λ ∈ C−{0}. Para aquellas aplicaciones cuyos conjuntos de Julia son modelados por
un empaque de Sierpiński generalizado, explicaremos un resultado de rigidez asociado a
las clases de conjugación topológica por medio de sus modelos combinatorios asociados.

We study postcritically finite rational maps drawn from the family

z 7→ z2 + λ/z2,

with λ ∈ C − {0}. For those maps whose Julia sets are described by generalized
Sierpiński gaskets, we explain a rigidity result of conjugacy classes by means of their
associated combinatorial models.

Palabras claves: Funciones Racionales, Conjunto de Julia, Combinatoria.
Keywords: Rational Maps, Julia Sets, Combinatorics.

1. Introducción

Consideremos la familia de aplicaciones racionales de grado cuatro

Rλ(z) = z2 +
λ

z2
, λ ∈ C− {0}.

Esta familia exhibe una amalgama de ejemplos topológicos: cuando la órbita de los
puntos cŕıticos escapa a infinito, sus conjuntos de Julia pueden ser homeomorfos a

Conjunto de Cantor de puntos.

Curva (o alfombra) de Sierpiński.

Estos ejemplos de conjuntos de Julia para Rλ (y su ampliación) pueden apreciarse
en las Figuras 1 y 2.

Bajo ciertas condiciones sobre λ, los mapeos Rλ tienen conjuntos de Julia descritos
como empaques de Sierpiński generalizados. Ejemplos de estos conjuntos de Julia son
desplegados en las Figuras 3, 4, 6 y 7. El conjunto de la izquierda en la Figura 3

∗Recibido el 4 de Junio de 2010 y aceptado el 13 de Septiembre de 2010
†Dirección postal: Callejón Jalisco s/n, Guanajuato, México. C.P. 36240. Tel.(+52)473

732.7155. Correo electrónico: mmoreno@cimat.mx
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Figura 1. Conjunto de Cantor.

Figura 2. Curva de Sierpiński.

corresponde a la aplicación z 7→ z2 + λ/z con λ ≈ −0.59259. El trabajo desarrollado
en [1] demuestre que éste conjunto de Julia es homeomorfo al Triángulo de Sierpiński.
De aqúı que los conjuntos asociados a la familia Rλ (y en general, a familias de grados
mayores del tipo z 7→ zn + λ/zm, con n ≥ 2,m ≥ 1, ver Figura 4) son descritos como
empaques de Sierpiński generalizados.

Nuestro objetivo es presentar un resultado de rigidez asociado a aplicaciones
racionales de grado 4 que son postrcŕıticamente finitas y satisfacen ciertas condi-
ciones adicionales. Se presentan demostraciones nuevas para algunos resultados y se
describen las ideas principales del Teorema de Rigidez (Teorema 1).

En la Sección 2, analizamos las propiedades dinámicas de la familia Rλ. La
definición precisa de un empaque de Sierpiński generalizado se proporciona en la
Sección 3, mientras que el resultado principal se introduce en la Sección 4. En la
sección final, se explica este resultado por medio de un ejemplo.

Agradecimientos: Este art́ıculo reporta los resultados presentados en la Escuela
Matemática de América Latina y el Caribe, con sede en la Universidad Juárez
Autónoma de Tabasco, del 2 al 13 de Agosto. Agradezco a los organizadores de
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Figura 3. Empaque generalizado de grados 3 y 4.

Figura 4. Empaque generalizado de grados 5 y 6.

la escuela por la invitación y su hospitalidad en lo que fue una corta pero placentera
visita.

2. Propiedades de Rλ

Referimos al lector a [2] para consultar aspectos generales de la dinámica holomorfa.

Describimos las propiedades generales de la familia

Rλ(z) = z2 +
λ

z2
, λ ∈ C− {0}.

Es fácil verificar que el punto al infinito es punto fijo superatractor, mientras que el
origen es un polo de orden 2. Ambos son puntos cŕıticos simples. Un cálculo directo
nos permite ver que las soluciones de

z4 − λ = 0, (1)

Revista de Ciencias Básicas UJAT, 9(2)Enero 2011 p 9–16



12 Mónica Moreno Rocha

son los 4 puntos cŕıticos restantes. Llamamos a estas soluciones puntos cŕıticos libres
y notamos que todos ellos se localizan sobre la circunferencia |z| = |λ|−4. Denotemos
por

c0 = |λ|1/4 exp
(

i2π arg(λ)
4

)
,

y c1 = ic0, c2 = −c0 y c3 = −ic0 los restantes puntos cŕıticos.

Cada Rλ exhibe una simetŕıa rotacional: si ω es una ráız cuarta primitiva de la
unidad, se tiene

Rλ(ωkz) = ±Rλ(z),

para todo k ∈ Z. Además, existe una involución: si Hλ representa una de las dos
ramas de z 7→

√
λ/z, entonces Rλ ◦ Hλ = Rλ. Observe que la ráız positiva fija los

puntos c0 y c2, mientras que la ráız negativa fija c1 y c3.

Debido a estas simetŕıas, Rλ tiene esencialmente una única órbita cŕıtica: los cuatro
puntos cŕıticos libres son enviados a dos valores cŕıticos, v± = 2

√
λ, y estos, a su vez,

son enviados a 4λ + 1/4. Un simple cálculo muestra Rλ(cj) = vsigno{(−1)j}.

La cuenca inmediata de atracción asociada al punto fijo superatractor z = ∞,
denotada Bλ, es el abierto conexo maximal que contiene ∞ y cuyos puntos satisfacen
Rk

λ(z) →∞ cuando k →∞. Si el conjunto de Julia Jλ es conexo, entonces la cuenca
de atracción del punto al infinito, esto es,⋃

j≥0

R−j
λ (Bλ),

contiene más de una componente. En particular R−1
λ (Bλ) consiste de dos componentes

conexas, Bλ y una segunda componente abierta maximal que contiene el origen, usual-
mente denotada por Tλ. Excepto por la Figura 1, Bλ es la región externa no acotada
mientras que Tλ es la región central acotada.

Denotemos por P el conjunto de todos los parámetros λ para los cuales, los puntos
cŕıticos libres de Rλ se encuentran en la frontera de Bλ y sus órbitas positivas son
finitas. Las condiciones sobre los parámetros P implican que las órbitas cŕıticas libres
son preperiódicas a puntos periódicos repulsores localizados en ∂Bλ. A partir de estas
ideas, es posible demostrar el siguiente resultado (consultar [1] para mayores detalles).

Proposición 1. El conjunto P es denso en la frontera del lugar de conexidad de Rλ.

3. Empaques generalizados

Para describir un empaque de Sierpiński generalizado, fijamos N ≥ 3 y denotemos
por ∆ el disco unitario cerrado, P el interior de una región poligonal donde ∂P la
unión de N curvas simples y disjuntas de ∂∆ salvo por N vértices localizados en la
frontera de ∆.

Sea X1 = ∆ − P . Claramente, X1 puede escribirse como la unión de N discos
topológicos ∆j . Al elegir N puntos distintos sobre cada ∂∆j , podemos repetir el
proceso de remover una región rectangular abierta con las mismas condiciones de
frontera, de tal forma que X2 =

⋃
j(∆j − P ) es la unión de N2 discos topológicos.

Revista de Ciencias Básicas UJAT, 9(2)Enero 2011 p 9–16



Conjuntos de Julia y empaques de Sierpiński 13

Podemos repetir el proceso de tal forma que, en el paso k, Xk consiste de la unión de
Nk discos topológicos.

Denotemos por X∞ el conjunto ĺımite de éste proceso iterativo. Para añadirle
regularidad a la construcción, imponemos las siguientes condiciones sobre cada Xk.

Condición S: Xk tiene una simetŕıa N -rotacional.

Condición V: Para todo k ≥ 2 y U ⊂ Xk−1 disco topológico, existe un entero
0 < m < N tal que U − P es un disco de Xk si y sólo si P tiene exactamente m
vértices sobre la frontera de un poĺıgono previamente removido en la construcción de
Xk−1.

Observación 1. La condición V restringe la posición de m vértices de la región
poligonal P . Sin embargo, los restantes N − m vértices pueden localizarse en los
arcos de la frontera de U − P . El teorema de rigidez se basa en analizar las posibles
configuraciones que estos vértices pueden realizar.

En la Figura 5 se muestra para N = 4 y m = 2 un conjuntoX2 que satisface las
condiciones S y V, mientras que a la derecha, el conjunto X2 no satisface ninguna de
las condiciones.

P P

P

P

P

P

P

P

P
P

Figura 5.

Definición 1. Decimos que X∞ es un empaque generalizado de Sierpiński si X∞ es
el conjunto ĺımite del proceso descrito anteriormente y para cada k ≥ 2, Xk satisface
las condiciones S y V con N ≥ 3 y 0 < m < N fijos.

Observación 2. El Triángulo de Sierpiński satisface la definición de empaque gen-
eralizado si P es una región triangular, con N = 3, m = 1. Para la familia Rλ, nos
interesa analizar los empaques generalizados con N = 4 y m = 2.

Teorema 1. Para todo parámetro λ ∈ P, el conjunto de Julia de Rλ es homeomorfo
a empaque generalizado de Sierpiński.

Este teorema se basa en el siguiente lema, para el cual damos una demostración
alterna a la que se encuentra en [1].
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14 Mónica Moreno Rocha

Lema 1. Si λ ∈ P, entonces ∂Bλ ∩ ∂Tλ = {c0, c1, c2, c3}.

Prueba. Por definición del conjunto P, los puntos cŕıticos libres de Rλ están sobre
la frontera de Bλ. Si c representa uno de estos puntos cŕıticos y D un disco abierto
suficientemente pequeño alrededor de c (de tal forma que no contenga otro punto
cŕıtico), entonces Rλ env́ıa D sobre su imagen 2-a-1. Ya que cada punto w ∈ Bλ ∩
Rλ(D) tienen una preimagen z ∈ Bλ ∩D, si Hλ es la involución que fija c, podemos
elegir w de tal forma que Hλ(z) ∈ D ∩ Tλ. Tomando una sucesión de puntos w ∈
Bλ ∩ Rλ(D) que converjan a Rλ(c), obtenemos una sucesión en Bλ y otra en Tλ que
convergen a c. Por lo tanto c ∈ ∂Bλ∩∂Tλ. Por la 4-simetŕıa, conclúımos el resultado.

Prueba. (Demostración del Teorema 1) Explicamos las ideas principales en la de-
mostración, mayores detalles pueden consultarse en [1].

Ya que z = ∞ es un punto fijo superatractor, el Teorema de Böttcher nos permite
encontrar curvas γj que unen el punto al infinito con el punto cŕıtico cj . Denotemos
por ηj la imagen de γj bajo la involución apropiada, de tal forma que ηj une el origen
con cj . Por el Lemma 1, estas curvas pueden elegirse de tal forma que sólo intersecten
Jλ en los puntos cŕıticos.

El conjunto
⋃

j(γj ∪ ηj) separan el plano complejo en cuatro sectores S0, . . . , S3

rotacionalmente simétricos. La indexación de los sectores se realiza de tal forma que
S0 contiene el único punto fijo repulsor pλ ∈ ∂Bλ. La unicidad de pλ se debe a la
conjugación de Rλ con z 7→ z2, la cual puede extenderse a la frontera de la cuenca
inmediata por ser Rλ postcŕıticamente finita, [2].

Por construcción, el interior de cada sector Sj es enviado inyectivamente a todo
el plano complejo menos las curvas Rλ(γj−1) ∪Rλ(γj) que conectan v± ∈ ∂Bλ con el
punto al infinito. Esto implica que cada Sj contiene una de las cuatro componentes
de R−1

λ (Tλ) en su interior. En particular, las componentes de ∂Bλ ∪ ∂Tλ en cada Sj

son enviadas inyectivamente a toda ∂Bλ. Esto implica que la componente U ⊂ Sj

que satisface Rλ(U) = Tλ, tiene dos vértices en ∂Tλ ∩ Sj y dos vértices en ∂Bλ ∩ Sj .
Esto implica que Jλ satisface la condición V con m = 2. La condición S es obvia.

Finalmente, tomando K0 = Ĉ − Bλ, K1 = K0 − Tλ y Kn+1 = Kn − R−n
λ (Tλ), se

obtiene
Jλ =

⋂
n≥0

Kn,

es un conjunto compacto y conexo que satisface ambas condiciones de un empaque
generalizado.

4. Rigidez

El resultado principal del art́ıculo [1] puede enunciarse de la siguiente forma.

Teorema 2. Para cualesquier par de parámetros λ, µ ∈ P, Rλ y Rµ son topológicamente
conjugados en sus respectivos conjuntos de Julia si y sólo si µ = λ o µ = λ̄.
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La demostración de este resultado se basa en las siguientes ideas: primero, el
conjunto de los puntos cŕıticos libres Cλ = {c0, . . . , c3} forman un conjunto de 4-
disconexión, esto es, Jλ−Cλ consiste de cuatro componentes conexas. Más aún, c es
el único subconjunto de Jλ con dicha propiedad.

Por otro lado, supongamos que existe un homeomorfismo h : Jλ → Jµ que preserva
orientación y conjuga la dinámica de Rλ y Rµ sobre sus conjuntos de Julia. Por su
unicidad, h(pλ) = pµ. Claramente, h debe preservar los conjuntos de puntos cŕıticos
libres Cλ y Cµ, y como preserva orientación, se sigue Cλ 3 cj 7→ cj ∈ Cµ.

Figura 6. Representación esquemática de J3
µ a la izquierda y Jµ para cierto µ ∈ P.

Como Rλ y Rµ son postcŕıticamente finitas, ∂Bλ y todas sus preimagenes son curvas
simples cerradas. De aqúı que podamos construir un modelo topológico asociado al
esqueleto de cada conjunto de Julia. El esqueleto de Jλ se define como

Jλ :=
⋃
k≥0

R−k
λ (∂Bλ),

mientras que el esqueleto de orden n está dado por el conjunto

Jn
λ :=

n⋃
k=0

R−k
λ (∂Bλ).

Ver Figura 6, donde µ ≈ −0.246 + i0.15913.

La demostración del teorema se basa en restringir el homeomorfismo a los esquele-
tos de orden k = 0, 1, 2, . . .. Si µ 6= λ (o µ 6= λ̄ en el caso de un homeomorfismo que
invierte orientación) entonces existirá un orden k∗ para el cual h no puede extenderse
a todos los esqueletos de órdenes j ≥ k∗.

5. Ejemplos

Para trabajar con el modelo combinatorio asociado a los esqueletos, es necesario
definir los itinerarios de las órbitas cŕıticas de Rλ.
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Definición 2. Un punto z ∈ Jλ − Cλ tiene itinerario s0s1s2 . . . con sj = k si y sólo
si

Rj
λ(z) ∈ Sk, para cada k ∈ {0, 1, 2, 3}.

Por simetŕıas, hemos visto que existe esencialmente una única órbita cŕıtica después
de dos iteraciones. Elegimos pues definir el itinerario cŕıtico de λ como el itinerario
asociado a R2

λ(cj) = 4λ + 1/4.

Veamos un ejemplo particular en donde los itinerarios y los esqueletos asociados a
ciertos valores de λ y µ difieren en un nivel k∗ = 4.

Supongamos λ, µ ∈ P tales que

El itinerario de 4λ + 1/4 es 1113120. En este caso, λ ≈ −0.12713 + i0.2138.

El itinerario de 4µ + 1/4 es 112320. El parámetro µ es el asociado a la Figura 6.

Esta combinatoria determina la estructura de los esqueletos Jλ y Jµ. Efectivamente,
los itinerarios criticos determinan la configuración de los vértices de cada esqueleto
como lo muestran las Figuras 6 y 7. Observe que hasta el órden 2, los esqueletos
son los mismos, pero la configuración de los vértices de componentes en R−3

λ (Bλ) son
distintas a las configuraciones en Jµ.

Figura 7. Representación esquemática de J3
λ a la izquierda y Jλ para cierto λ ∈ P.

Debido a que h : J2
λ → J2

µ no puede extenderse a órdenes mayores, no puede existir
un homeomorfismo que conjuge las dinámicas de las aplicaciones cuando se restringen
a los conjuntos de Julia.
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Sea K un campo finito y sea X un subconjunto de un espacio proyectivo Ps−1, sobre el
campo K, el cual es parametrizado por monomios. Se define la clase de códigos lineales
parametrizados asociados a X y se presentan métodos algebraicos para calcular sus
parámetros básicos (dimensión, longitud, y distancia mı́nima). Usaremos herramien-
tas de álgebra conmutativa, campos finitos, y grupos, para estudiar la estructura del
ideal I(X) ⊂ S := K[t1, . . . , ts] generado por los polinomios homogéneos de S que se
anulan en X. Estudiaremos la relación entre los parámetros básicos de un códigos y
los invariantes algebraicos del anillo S/I(X).

Let K be a finite field with and let X be a subset of a projective space Ps−1, over the
field K, which is parameterized by monomials. We introduce the class of parameterized
linear codes arising from X and present algebraic methods to compute and study
its basic parameters (dimension, length and minimum distance). We use tools from
commutative algebra, finite fields, and groups, in order to study the structure of the
ideal I(X) ⊂ S := K[t1, . . . , ts] generated by the homogeneous polynomials of S that
vanish on X. We study the relation between the basic parameters of a code and the
algebraic invariants of the ring S/I(X).
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Keywords: Linear code, basic parameters, algebraic invariants.

1. Introducción

Sea K = Fq un campo finito con q elementos. El espacio proyectivo de dimensión
s− 1 sobre K es el espacio cociente

Ps−1 := (Ks \ {0})/ ∼
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donde dos puntos α, β en Ks \ {0} son equivalentes si α = λβ para algún λ ∈ K.
Denotamos la clase de equivalencia de α = (α1, . . . , αs) por [α] = [(α1, . . . , αs)].

Sea xvi := xvi1
1 · · ·xvin

n , i = 1, . . . , s, un conjunto finito de monomios en el anillo de
polinomios R = K[x1, . . . , xn] con coeficientes en K, donde vi = (vi1, . . . , vin) ∈ Nn

para 1 ≤ i ≤ s. El conjunto

X := {[(xv1 , . . . , xvs)]|xi ∈ K∗ = K \ {0} ∀ i} ⊂ Ps−1,

es llamado un conjunto parametrizado por xv1 , . . . , xvs .

Un ejemplo de un conjunto parametrizado es el Toro Proyectivo definido de la
siguiente forma:

T := {[(x1, . . . , xs)]|xi ∈ K∗ para todo i} ⊂ Ps−1.

Sea S = K[t1, . . . , ts] un anillo de polinomios con la graduación estándar

S =
∞⊕

d=0

Sd

inducida por grado(ti) = 1 para todo i. El ideal anulador de X es el ideal I(X) ⊂ S
generado por los polinomios homogéneos que se anulan en X. A S/I(X) se le llama
el anillo homogéneo de coordenadas del conjunto X.

Definición 1. La función de Hilbert de S/I(X) se define como:

HX : N ∪ {0} → N

HX(d) := dimK Sd/I(X)d.

Teorema 1 ([6]) El anillo coordenado y la función de Hilbert cumplen las siguiente
propiedades.

El anillo coordenado S/I(X) es Cohen-Macaulay y dim S/I(X) = 1.

HX(d) = |X| para d ≥ |X| − 1, luego el polinomio de Hilbert es constante.

|X| es igual al grado de S/I(X).

2. Códigos lineales que provienen de X

Definición 2. Un código lineal es un subespacio lineal de Km

Sea X = {[P1], . . . , [Pm]} y sea f0(t1 . . . , ts) = td1, donde d ≥ 1. La función lineal
de K-espacios vectoriales:

evd : K[t1, . . . , ts]d → K |X|, f 7→
(

f(P1)
f0(P1)

, . . . ,
f(Pm)
f0(Pm)

)
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es llamada una función de evaluación. Es fácil ver que la imagen de evd, denotada por
CX(d), es un código lineal. En este caso CX(d) es llamado un código parametrizado
de orden d.

Los parámetros básicos de un código lineal son:

1. dimK CX(d), la dimensión de CX(d)

2. |X|, la longitud de CX(d)

3. δd := min{‖v‖ : 0 6= v ∈ CX(d)}, la distancia mı́nima de CX(d), donde ‖v‖ es el
número de entradas no-cero de v.

Note que el núcleo de evd es precisamente I(X)d. Luego existe un isomorfismo de
K-espacios vectoriales tal que

Sd/I(X)d ' CX(d).

Aśı podemos concluir que dimK CX(d) es igual a HX(d) = dim(Sd/I(X)d) y que
la longitud de CX(d) es igual a grado(S/I(X)) = |X|.

Teorema 2. (Cota de Singleton) Los parámetros básicos de CX(d) están relaciona-
dos por:

1 ≤ δd ≤ |X| −HX(d) + 1.

Definición 3. Si la igualdad se cumple en la cota de Singleton el código lineal se
llama MDS (Máxima Distancia Separable).

Por sus implicaciones en la transmisión de información, un buen código parametrizado
CX(d) debe de tener |X|, HX(d)/|X| y δd/|X| lo más grande posible. En este sentido
la familia de códigos MDS es una buena familia de códigos lineales.

Observación 3 (Geramita, Kreuzer, Robbiano, TAMS, 1993) Existe un entero r ≥ 0 tal que
1 = HX(0) < HX(1) < · · · < HX(r − 1) < HX(d) = |X| para d ≥ r.

Definición 4. El ı́ndice de regularidad de S/I(X), denotado por reg(S/I(X)), es el
menor entero r ≥ 0 tal que HX(d) = |X| para d ≥ r.

El grado y el ı́ndice de regularidad de S/I(X) se pueden calcular por medio de la
serie de Hilbert como se explica enseguida.

Teorema 4 (Stanley, Hilbert functions of graded algebras, Adv. Math., 1978) El anillo S/I(X) es
una álgebra estándar Cohen-Macaulay de dimensión 1. Por lo tanto la serie de Hilbert
de S/I(X) puede escribirse como

FX(t) :=
∞∑
i=0

HX(i)ti =
h0 + h1t + · · ·+ hrt

r

1− t
,

donde h0, . . . , hr son enteros positivos.

Revista de Ciencias Básicas UJAT, 9(2)Enero 2011 p 17–28



20 R.H. Villarreal y C. Renteŕıa

r = reg(S/I(X)).

gradoS/I(X) = h0 + · · ·+ hr = |X|.

El número reg(S/I(X))− 1 se llama el a-invariante.

El vector (h0, h1, . . . , hr) se llama el h-vector.

hi = dimK(S/(I(X), ts))i para todo i.

En especial nos interesa estudiar el caso cuando X proviene de una gráfica:

Ejemplo 5. Sean K = F3 y X = {[(x1x2, x2x3, x1x3)]|xi ∈ K∗ } el conjunto parametrizado
por las aristas de la gráfica:

(i) I (X) = (t21 − t23, t
2
2 − t23).

(ii) La serie de Hilbert es FX(t) = 1+2t+t2

(1−t)
.

(iii) reg(S/I(X)) = 2 y grado(S/I(X)) = 4.

(iv) La función de Hilbert queda dada por

d 0 1 2 d > 2

HX(d) 1 3 4 4
.

Observación 6 ([14]) Los siguientes resultados nos muestran el comportamiento de la
distancia mı́nima.

Si δd > 1 (resp. δd = 1)), entonces δd > δd+1 (resp. δd+1 = 1)

δd = 1 para d ≥ reg(S/I(X))

Ejemplo 7. (Parámetros básicos de CX(d) cuando K = F2)

X = {[(1, . . . , 1)]} ⊂ Ps−1 y |X| = 1,

I(X) = (t1 − ts, t2 − ts, . . . , ts−1 − ts),

FX(t) = 1/(1− t), a(S/I(X)) = −1 y reg(S/I(X)) = 0,

HX(d) = 1 y δd = 1 para todo d ≥ 1,

La dimensión, longitud, y distancia mı́nima de CX(d) son todas iguales a 1 para todo
d ≥ 1.
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Ejemplo 8. Sea K = F3 y X = {[(x2x4, x1x2, x1x3, x2x3, x3x5)] | xi ∈ K∗} el con-
junto parametrizado por las aristas de la gráfica:

X = {(1, 1, 1, 1, 1) , (1, 1, 1, 1,−1) , (1,−1,−1,−1,−1) ,
(1,−1,−1,−1, 1) , (1, 1,−1,−1,−1) , (1, 1,−1,−1, 1) ,
(1,−1, 1, 1, 1) , (1,−1, 1, 1,−1) , (1, 1,−1, 1,−1) ,
(1, 1,−1, 1, 1) , (1,−1, 1,−1, 1) , (1,−1, 1,−1,−1) ,
(1, 1, 1,−1, 1) , (1, 1, 1,−1,−1) , (1,−1,−1, 1,−1) ,
(1,−1,−1, 1, 1)}.

d Distancia Mı́nima Polinomio con el que se alcanza
1 8 t1 + t2

3. El caso X = T ⊂ Ps−1

Sea X = T = {[(x1, . . . , xs)]|xi ∈ K∗ para todo i} ⊂ Ps−1. En este caso CX(d) se
llama un código Reed-Solomon generalizado. Una pregunta natural es ¿Cuales son
los parámetros de CX(d)? La respuesta se da con los siguientes teoremas.

Teorema 9. Si X = T, entonces la longitud de CX(d) es |X| = (q − 1)s−1.

Proposición 10 (Gonzalez, Renteria, Hernández de la Torre, Congr. Numer., 2003) Si X = T, en-
tonces

I(T) = ({tq−1
i − tq−1

1 }s
i=2).

Corolario 11. Si X = T, entonces la serie de Hilbert de S/I(X) es:

FX(t) =
(1− tq−1)s−1

(1− t)s
=

(1 + t + · · ·+ tq−2)s−1

1− t

por lo tanto la dimensión de CX(d) está dada por

HX(d) =
(

s− 1 + d

d

)
+
b d

q−1c∑
i=1

(−1)i

(
s− 1

i

)(
s− 1 + d− i(q − 1)

s− 1

)

y el ı́ndice de regularidad es reg(S/I(X)) = (s− 1)(q − 2).
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Observación 12. Por la cota de Singleton obtenemos:

1 ≤ δd ≤ |X| −HX(d) + 1 = 1 para d ≥ reg(S/I(X))

por lo tanto δd = 1 para d ≥ (s− 1)(q − 2).

Teorema 13 (Sarmiento, Vaz Pinto, Villarreal, 2010) Si X = T y 1 ≤ d = k(q − 2) + ` con
1 ≤ ` ≤ q − 2 y k ≥ 0, entonces la distancia mı́nima es:

δd =
{

(q − 1)s−(k+2)(q − 1− `) si d ≤ (q − 2)(s− 1)− 1,
1 si d ≥ (q − 2)(s− 1).

Para probar el teorema anterior necesitamos el siguiente lema que acota las ráıces
de ciertos polinomios en S.

Lema 14. Sea G ∈ S un polinomio de grado d ≥ 1 tal que gradoti(G) ≤ q − 2 para
i = 1, . . . , s y sea

ZG = {x ∈ (K∗)s |G(x) = 0}.

Si d = k(q − 2) + ` con 1 ≤ ` ≤ q − 2, 0 ≤ k ≤ s− 1, entonces

|ZG| ≤ (q − 1)s−k−1((q − 1)k+1 − (q − 1) + `).

Antes del teorema anterior existieron algunas aproximaciones como las siguientes.

Corolario 15 (Stichtenoth, Algebraic Functions Fields and Codes, Springer, 1993, p. 42) Si X = T ⊂
P1, i.e., s = 2, entonces

δd =
{

q − 1− d si 1 ≤ d ≤ q − 3,
1 si d ≥ q − 2.

Corolario 16. Si X = T ⊂ P1, i.e., s = 2, entonces

HX(d) =
{

d + 1 si 1 ≤ d ≤ q − 2,
q − 1 si d ≥ q − 1.

y δd = |X| − HX(d) + 1 = (q − 1) − (d + 1) + 1 si 1 ≤ d ≤ q − 2, i.e., CX(d) es un
código MDS.

Corolario 17 (Gonzalez, Renteria, Hernández de la Torre, Congr. Numer., 2003) Si X = T ⊂ P2,
i.e., s = 3, entonces

δd =

 (q − 1)(q − 1− d) si 1 ≤ d ≤ (q − 2),
2q − d− 3 si q − 1 ≤ d ≤ 2(q − 2)− 1,

1 si d ≥ 2(q − 2).

4. La estructura de I(X)

Abordemos el problema de cómo calcular el ideal I(X) en casos más generales.
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Observación 18. El ideal I(X) se puede expresar como:

I(X) =
⋂

[α]∈X

I[α]

donde I[α] = (α1t2 − α2t1, α1t3 − α3t1, . . . , α1ts − αst1) es el ideal generado por los
polinomios homogéneos de S que se anulan en [α] = [(α1, . . . , αs)].

Definición 5. Un ideal generado por polinomios de la forma ta − tb, con a, b ∈ Ns,
es llamado un ideal binomial de S.

El siguiente teorema de estructura permite calcular la dimensión y longitud de
CX(d).

Teorema 19 (Renteria, Simis, Villarreal, 2009)

(a) I(X) = ({ti − xviz}s
i=1 ∪ {xq−1

i − 1}n
i=1) ∩ S.

(b) I(X) es un ideal binomial.

(c) ti /∈ ZS(S/I(X)) para todo i.

(d) I(X) = ({ta − tb| a, b ∈ Ns con a− b ∈ L}) para algún subgrupo aditivo L de Zs. Esto
significa que I(X) es un ideal reticular.

La siguiente definición de saturación de un ideal por un polinomio será fundamental
para determinar I(X).

Definición 6. Sea I ⊂ S un ideal y h ∈ S un polinomio, la saturación de I con
respecto a h es el ideal

(I : h∞) := {f ∈ S| fhm ∈ I para algún m ≥ 1}.

Definición 7. Sea v′i := (vi, 1) y sea B := {v′1, . . . , v′s}. El ideal tórico de B es el
ideal primo de S = K[t1, . . . , ts] dado por:

IB =
(
ta − tb

∣∣ a = (ai), b = (bi) ∈ Ns,
∑

i aiv
′
i =

∑
i biv

′
i

)
.

Además diremos que B es homogéneo si existe v ∈ Qn tal que 〈v′i, v〉 = 1 para todo i.
Si B es homogéneo, entonces IB es un ideal homogéneo.

Teorema 20 (Renteria, Simis, Villarreal, 2009) Sea B = {(v1, 1), . . . , (vs, 1)}. Entonces

(a) (IB + ({tq−1
i − tq−1

1 }s
i=2)) : (t1 · · · ts)

∞ ⊂ I(X)

(b) Igualdad ocurre en (a) si y sólo si q − 1 /∈ Z(Zn+1/ZB).

(c) Igualdad ocurre en (a) si y sólo si Zn+1/ZB es libre de torsión, o bién q 6≡ 1 mod pi

para todo i, donde p1, . . . , pm son los números primos que ocurren en los divisores
elementales de Zn+1/ZB.
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Ejemplo 21. Sea X el conjunto parametrizado por los monomios xv1 , . . . , xv6 , donde
los vi’s son:

v1 = (1, 1, 0, 0, 0, 0), v2 = (0, 1, 1, 0, 0, 0), v3 = (1, 0, 1, 0, 0, 0),

v4 = (0, 0, 0, 1, 1, 0), v5 = (0, 0, 0, 0, 1, 1), v6 = (0, 0, 0, 1, 0, 1).

Z7/ZB ' Z× Z2.

Si |K| = q = 2m, entonces q 6≡ 1 mod 2 y IB = 0. Aśı

(({tq−1
i − tq−1

1 }6i=2) : (t1 · · · ts)
∞) = I(X)

El lado izquierdo es igual a ({tq−1
i − tq−1

1 }6i=2)

Si |K| = q = 3, entonces q ≡ 1 mod 2 y IB = 0. Aśı

(({tq−1
i − tq−1

1 }6i=2) : (t1 · · · ts)
∞) 6= I(X)

Gracias al teorema anterior también se puede calcular el ideal asociado al toro
proyectivo.

Corolario 22. Si X = T ⊂ Ps−1, entonces I(T) = ({tq−1
i − tq−1

1 }s
i=2).

Demostración 1. T = {[(x1, . . . , xs)]|xi ∈ K∗ para todo i}. Observe que xi = xvi ,
donde vi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) es el i-ésimo vector canónico. Entonces

Zs+1/ZB ' Z,

donde B = {(vi, 1)}s
i=1. Aśı Zs+1/ZB es libre de torsión. Por lo tanto

({tq−1
i − tq−1

1 }s
i=2) = (({tq−1

i − tq−1
1 }s

i=2) : (t1 · · · ts)∞) = I(T)

También podemos calcular el ideal asociado a gráficas conexas.

Corolario 23. Sea G una gráfica conexa con vertices x1, . . . , xn y sea xv1 , . . . , xvs el
conjunto de todos los monomios xixj tal que {xi, xj} es una arista de G. Entonces
se cumple la igualdad:

(IB + ({tq−1
i − tq−1

1 }s
i=2)) : (t1 · · · ts)∞ = I(X)

donde B := {v′1, . . . , v′s} y v′i := (vi, 1).

Observación 24. Si A = {v1, . . . , vs} es homogéneo, entonces IA = IB.

5. El grado de S/I(X)

Existen métodos, basados en programación entera, para calcular el grado de S/I(X).
A continuación presentaremos una forma diferente de abordar dicho problema.
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Códigos Parametrizados por monomios 25

Observación 25. Note que X es un grupo multiplicativo. Sea T∗ = (K∗)n un toro
af́ın de dimensión n. Podemos definir un epimorfismo de grupos multiplicativos

θ : T∗ −→ X ; (x1, . . . , xn)
θ7−→ [(xv1 , . . . , xvs)].

Por lo tanto

T∗/ker(θ) ' X =⇒ |T∗| = (q − 1)n = |X||ker(θ)|.

Luego calcular |X| equivale a calcular |ker(θ)|.

Como vimos anteriormente el núcleo de θ es de suma utilidad, por lo que en el
siguiente lema se describen sus elementos para luego calcularlos.

Lema 26. Sea A una matriz con vectores columna v1, . . . , vs. Sea (xi) = (β`1 , . . . , β`n) ∈
T∗ con β un generador de K∗ y 0 ≤ `i ≤ q − 2 para todo i. Entonces (xi) ∈ ker(θ) si
y sólo si existen enteros únicos λ1 ≥ 0, . . . , λs ≥ 0, µ tal que `A = (q− 1)λ + µ1; 0 ≤
µ ≤ q − 2;

` = (`i);λ = (λi); 1 = (1, . . . , 1)

Proposición 27. La función β` 7→ (`, λ, µ) da una biyección entre ker(θ) y los puntos
enteros del politopo

P = {(`, λ, µ)| `A = (q − 1)λ + µ1; 0 ≤ `i ≤ q − 2∀i; 0 ≤ µ ≤ q − 2}.

Aśı el número de vectores enteros de P es igual |ker(θ)|.

Ejemplo 28. Se calcula ker(θ) y el grado de S/I(X), cuando X es el conjunto
parametrizado por los monomios xv1 , . . . , xv4 , donde los vi’s son:

v1 = (1, 1, 0, 0), v2 = (0, 1, 1, 0), v3 = (0, 0, 1, 1), v4 = (1, 0, 0, 1)

Si |K| = 5, el politopo P tiene 16 vectores enteros y ker(θ) es igual a

(β0, β0, β0, β0), (β0, β1, β0, β1), (β0, β2, β0, β2), (β0, β3, β0, β3),
(β1, β0, β1, β0), (β1, β1, β1, β1), (β1, β2, β1, β2), (β1, β3, β1, β3),
(β2, β0, β2, β0), (β2, β1, β2, β1), (β2, β2, β2, β2), (β2, β3, β2, β3),
(β3, β0, β3, β0), (β3, β1, β3, β1), (β3, β2, β3, β2), (β3, β3, β3, β3).

Entonces: 44 = (q − 1)n = |X||ker(θ)| = |X|16, por lo tanto |X| = 16.

Definición 8. Un conjunto B ⊂ Zn+1 se llama una base de Hilbert si NB = R+B ∩
Zn+1.

Lema 29. Sea B′ = {u1, . . . , ur} ⊂ Zn+1 un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes. Entonces B′ es una base de Hilbert si y sólo si Zn+1/ZB′ es libre de
torsion.
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Teorema 30 (Renteria, Simis, Villarreal, 2009) Sea B = {(v1, 1), . . . , (vs, 1)} y sea r = rank(ZB).
Si B es una base de Hilbert, entonces (q − 1)r−1 divide a |X|.

Nuevamente tomamos el caso cuando X proviene de gráficas.

Corolario 31. Sea G una gráfica conexa con vertices x1, . . . , xn y sea xv1 , . . . , xvs el
conjunto de monomios xixj tal que {xi, xj} es una arista. Entonces

1. |X| = (q − 1)n−1 si G es no-bipartita

2. |X| = (q − 1)n−2 si G es bipartita.

El corolario anterior nos hace preguntarnos si existe una fórmula que calcule el
grado de S/I(X) para gráficas no conexas y aunque no se ha encontrado dicha fórmula
se puede asegurar que la hipótesis de conexidad es esencial para las fórmulas anteriores
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 32. Sea K = F7 y sea X el conjunto parametrizado por los monomios
x1x2, x2x3, x1x3, x4x5, x5x6, x4x6. Aqúı n = s = 6. Usando Macaulay2 obtenemos

|X| = grado(S/I(X)) = 3888

|X| = 3888 6= (q − 1)n−1 = 65 = 7776

reg S/I(X) = 16

6. La estructura geométrica de X

Proposición 33. Si A = {v1, . . . , vs} es homogéneo y Zn+1/Z{(vi, 1)}s
i=1 es libre de

torsión, entonces
X = V (IA + {tq−1

i − tq−1
1 }s

i=2),

y (Nullstellensatz Finito)

(IA + {tq−1
i − tq−1

1 }s
i=2) : (t1 · · · ts)∞ = I(V (IA + {tq−1

i − tq−1
1 }s

i=2)).

7. El caso de monomios libres de cuadrado

Teorema 34 (Sarmiento, Vaz Pinto, Villarreal, 2010) Sea I un ideal monomial libre de cuadra-
dos de R = K[x1, . . . , xn] y sea xv1 , . . . , xvs el conjunto mı́nimo de generadores de I.
Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. I(X) es una intersección completa.

2. I(X) = (tq−1
1 − tq−1

s , . . . , tq−1
s−1 − tq−1

s ).

3. X = T ⊂ Ps−1.
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Observación 35. Un problema interesante en considerar un conjunto xv1 , . . . , xvs de
monomios arbitrarios con I(X) una intersección completa, y preguntarse si I(X) es
generado por binomios de la forma tki − tkj .

Para terminar se definirá la complejidad de grado de I(X) y se expondrá un teo-
rema al respecto.

Definición 9. Sea � el orden graduado lexicográfico inverso en los monomios de S
y sea G la base de Gröbner reducida de I(X). La complejidad de grado de I(X) con
respecto a � es el máximo de los grados de los binomios de G.

Teorema 36 (Sarmiento, Vaz Pinto, Villarreal, 2010) Sea I un ideal monomial libre de cuadrado
de K[x1, . . . , xn] y sea xv1 , . . . , xvs el conjunto mı́nimo de generadores de I. Entonces

tq−1
i − tq−1

s ∈ G para i = 1 . . . , s− 1,

degti
(g) ≤ q − 1 para g ∈ G y 1 ≤ i ≤ s.
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Distribución de confianza del parámetro de

forma de la distribución gamma, cuando el

de escala es de ruido ∗
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Universidad Juárez Autónoma de Tabasco, DACB

En este trabajo se presenta un método para obtener una estimación de la distribución
de confianza del parámetro de forma de la distribución gamma, cuando el de escala
es de ruido. Se compara con la estimación correspondiente de la distribución poste-
rior bayesiana que se obtiene cuando se usa la distribución previa no informativa de
Jeffreys.

In this paper a method is presented for obtaining an estimate of the confidence distri-
bution for the shape parameter of the gamma distribution, when the scale parameter
is a nuisance parameter. A comparison is made with the corresponding estimate of
the Bayesian posterior distribution that is obtained by using Jeffreys’ non-informative
prior.

Palabras clave: Distribución de confianza, Pivotal, Razón de verosimilitudes monótona,
Función de verosimilitud, Verosimilitud Perfil, Distribución previa no informativa
de Jeffreys, Aproximación normal asintótica, Algoritmo de Metropolis-Hastings, Dis-
tribución posterior.
Keywords: Confidence distribution, Pivot, Monotone likelihood ratio, Likelihood func-
tion, Profile likelihood, Jeffreys’ non-informative prior distribution, Asymptotic nor-
mal aproximation, Metropolis-Hastings algorithm, Posterior distribution.

1. Introducción

El contexto es un modelo paramétrico de una población descrita por una variable
aleatoria X con distribución de probabilidad P (x;ψ, ω), donde ψ es un parámetro
real de interés primario que pertenece a un intervalo finito o infinito, y ω es un vector
formado por los demás parámetros reales referidos como de ruido.

Definición 1. Sean X = (X1, ..., Xn) una muestra aleatoria de la distribución con-
tinua P (x;ψ, ω) y x una observación de X. Una función de distribución continua
C(ψ;x) de ψ, es una distribución de confianza de ψ si

P (C(ψ;X) ≤ a; (ψ, ω)) = a, con 0 ≤ a ≤ 1,

para cualquier par (ψ, ω).

∗Recibido el 31 de Agosto de 2010 y aceptado el 12 de Octubre de 2010
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Observación 1. La definición 1 se centra en el hecho de que la variable aleatoria
C(ψ;X) tiene distribución uniforme cuando los parámetros verdaderos son (ψ, ω).

Observación 2. Si C(ψ;x) es una función de distribución de ψ, entonces a C(ψ;x)
también se le llama Distribución de Significancia o Distribución Fiducial.

Si 0 < α < 1, sea

C−1(α;x) = inf {ψ : C(ψ;x) > α} .

Para intervalos de confianza unilaterales (−∞, ψα), donde ψα = C−1(α;X), la
probabilidad de cobertura (o cobertura frecuentista) es α porque

P (ψ ≤ ψα) = Pψ,ω(C(ψ;X) ≤ C(ψα;X)) = Pψ,ω(C(ψ;X) ≤ α) = α.

De igual modo, para intervalos de confianza bilaterales (ψα, ψβ) la probabilidad de
cobertura es β − α, porque

P (ψα ≤ ψ ≤ ψβ) = Pψ,ω(C(ψα;X) ≤ C(ψ;X) ≤ C(ψβ ;X))

= Pψ,ω(α ≤ C(ψ;X) ≤ β) = β − α.

2. Algunos métodos para obtener distribuciones de confianza

En esta sección vemos dos métodos para obtener distribuciones de confianza.

2.1 El método de la pivotal

Definición 2. Una variable aleatoria Q(X; θ) es una pivotal (o cantidad pivotal)
si su distribución no depende de ningún parámetro. Es decir, si X tiene distribución
F (x; θ), entonces Q(X; θ) tiene la misma distribución para todos los valores de θ.

Sea piv(X;ψ) una pivotal con función de distribución F . Si piv(X;ψ) es creciente
y continua como función de ψ, entonces F (piv(X;ψ)) también es creciente y continua
como función de ψ y

C(ψ;X) = F (piv(X;ψ)) ∼ U(0, 1).

Por lo tanto C(ψ;x) es una distribución de confianza de ψ.
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Si piv(X;ψ) es decreciente y continua como función de ψ, entonces 1−F (piv(X;ψ))
es creciente y continua como función de ψ y

C(ψ;X) = 1− F (piv(X;ψ)) ∼ U(0, 1).

De aqúı, C(ψ;x) es una distribución de confianza de ψ.

Ejemplo 1. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución N(µ, σ2),
donde los parámetros µ y σ2 son desconocidos, µ es el parámetro de interés y σ2 es
de ruido. Si X = 1

n

∑n
i=1Xi y S2

n−1 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −X)2, entonces la pivotal

√
n(X − µ)
Sn−1

,

la cual es decreciente como función de µ, tiene una distribución t de Student con n-1
grados de libertad. Si Ft,n−1 denota a la función de distribución t de Student con n-1
grados de libertad, se sigue que

C(µ;x) = 1− Ft,n−1

(√
n(x− µ)
sn−1

)
es una distribución de confianza para µ.

Ejemplo 2. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución N(µ, σ2),
donde los parámetros µ y σ2 son desconocidos, µ es de ruido y σ2 es de interés. Si
X y S2

n−1 son como en el ejemplo 1, entonces la pivotal

(n− 1)S2
n−1

σ2
,

la cual es decreciente como función de σ2, tiene una distribución ji-cuadrada con n-1
grados de libertad. Si Fχ2,n−1 denota a la función de distribución ji-cuadrada con n-1
grados de libertad, se tiene entonces que

C(σ2;x) = 1− Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2

)
es una distribución de confianza para σ2.

2.2 El método de la razón de verosimilitudes monótona

Definición 3. Una familia de funciones de densidad de probabilidad o de funciones
de probabilidad {g(t; θ) : θ ∈ Θ ⊆ R} de una variable aleatoria T , tiene razón de
verosimilitudes monótona si, siempre que θ1 < θ2,

g(t; θ2)
g(t; θ1)

es monótona como función de t en

{t : g(t; θ1) > 0 ó g(t; θ2) > 0} ,
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donde por definición
c

0
= ∞

si c > 0.

Proposición 1. Sea T variable aleatoria cuya familia de densidades de probabilidad
o de funciones de masa de probabilidad es {g(t; θ) : θ ∈ Θ ⊆ R}, tal que para θ1 < θ2

g(t; θ2)
g(t; θ1)

es creciente como función de t. Entonces

Pθ2(T ≤ t) ≤ Pθ1(T ≤ t).

Prueba. Sean t1 < t < t2. De aqúı

g(t1; θ2)
g(t1; θ1)

≤ g(t2; θ2)
g(t2; θ1)

=⇒ g(t1; θ2)g(t2; θ1) ≤ g(t1; θ1)g(t2; θ2).

Integrando primero sobre t1 de -∞ a t y después sobre t2 de t a ∞ se tiene

Pθ2(T ≤ t) (1−Pθ1(T ≤ t)) ≤ Pθ1(T ≤ t) (1−Pθ2(T ≤ t)) ,

de donde,
Pθ2(T ≤ t) ≤ Pθ1(T ≤ t).

Corolario 1. Si para θ1 < θ2
g(t; θ2)
g(t; θ1)

es decreciente como función de t, entonces

Pθ1(T ≤ t) ≤ Pθ2(T ≤ t).

Corolario 2. Sean T variable aleatoia continua como en la proposición 1, Pθ(T ≤ t)
continua como función de θ, y Θ = (θinf , θsup). Si Pθ(T ≤ t) → 1 cuando θ → θinf y
Pθ(T ≤ t) → 0 cuando θ → θsup, entonces C(θ; t) 1−Pθ(T ≤ t) es una distribución
de confianza de θ.

Definición 4. La familia {g(t; θ) : θ ∈ Θ ⊂ R}, de funciones de densidad de proba-
bilidad o de funciones de masa de probabilidad, se llama una familia exponencial
si g(t; θ) se puede expresar en la forma

g(t; θ) = h(t)c(θ) exp

(
k∑
i=1

wi (θ) qi (t)

)
,

donde h(t) ≥ 0 y q1, ..., qk son funciones de valor real que no dependen de θ, y
c(θ) ≥ 0 y w1, ..., wk son funciones de valor real que no dependen de t.
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Lema 1. Sea

g(t; θ) = h(t)c(θ) exp

(
k∑
i=1

wi (θ) qi (t)

)
, θ ∈ Θ ⊆ R,

una familia exponencial. Si todas las funciones wi son monótonas crecientes o todas
son monótonas decrecientes, y si todas las funciones qi son monótonas crecientes
o todas son monótonas decrecientes, entonces g(t; θ) tiene razón de verosimilitudes
monótona.

Prueba. Sean θ1 < θ2. Entonces

g(t; θ2)
g(t; θ1)

=
c(θ2)
c(θ1)

exp

(
k∑
i=1

(wi (θ2)− wi (θ1)) qi (t)

)
es monótona como función de t.

Ejemplo 3. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución gamma con
parámetro de forma α > 0 desconocido, y parámetro de escala β > 0 conocido. Sea
S =

∑n
i=1Xi. Entonces S tiene una distribución gamma con parámetro de forma nα

y parámetro de escala β. Si f es su función de densidad,

f(s;α) =
1

Γ (nα)βnα
snα−1e−

s
β ,

la cual se puede escribir en la forma

f(s;α) =
1

Γ (nα)βnα
e−

s
β e(nα−1) log s,

es decir, {f(s;α) : α > 0} es una familia exponencial. Puesto que nα− 1 es creciente
como función de α, y log s es creciente como función de s, por el Lema 1 f(s;α) tiene
razón de verosimilitudes monótona. Si F (s;α) es su función de distribución, entonces
F (s;α) → 1 cuando α→ 0, y F (s;α) → 0 cuando α→∞. Por lo tanto

C(α; s) = 1− F (s;α)

es una distribución de confianza de α. Si β = 1, la función de densidad de confianza
de α, una vez que se observó s, es

c(α; s) = −(d/dα)F (s;α) =
∫ s

0

(ψ (nα)− n log t)f(t;α)dt,

donde ψ(α) es la función digama, ψ(α) =
(
d
dα

)
(log Γ(α)).

3. Un Método para obtener una distribución de confianza del parámetro de forma de
la distribución gamma, cuando el de escala es de ruido

Supongamos que ahora nos interesa hacer inferencia sobre el parámetro de forma de
la distribución gamma,

f(x;α, β) =
1

Γ(α)βα
xα−1e−

x
β , x > 0, α > 0, β > 0.
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Si x = (x1, x2, ..., xn) son las observaciones de la muestra aleatoriaX = (X1, X2, ..., Xn),
la función de verosimilitud de α y β es

L(α, β;x) =
1

(Γ(α))n βnα

(
n∏
i=1

xi

)α−1

exp

(
− 1
β

n∑
i=1

xi

)
;

la verosimilitud perfil de α es

Lp(α;x) =
αnα

(Γ(α))n (x)nα

(
n∏
i=1

xi

)α−1

e−nα =
αnαe−nα

(Γ(α))n

(
(
∏n

i=1 xi)
1
n

x

)nα n∏
i=1

xi,

de donde tenemos que

T =

(
n∏
i=1

Xi

) 1
n

X

es un estad́ıstico suficiente de α, dado que β es de ruido. Si t0 es un valor de T , la

distribución de confianza de α, H(α; t0), se estima como sigue:

1. Se generan m observaciones, (x11, ..., x1n), ..., (xm1, ..., xmn), de una muestra aleatoria
de tamaño n de la distribución Gamma (α, β = 1).

2. Para j = 1, ...,m, sea

tj =

„
nQ
i=1

xji

« 1
n

1
n

Pn
i=1 xji

.

Sea k = núm{tj > t0}. Entonces

H(α; t0) ≈
k

n
.

Algoritmo para obtener una estimación de la distribución de confianza de α.

1. Dadas las observaciones x = (x1, x2, ..., xn) de la muestra aleatoriaX = (X1, X2, ..., Xn),
sea

t0 =

„
nQ
i=1

xi

« 1
n

x
.

2. Generar una partición αinf = α0 < α1 < ... < αr = αsup, de [αinf ,αsup], donde αinf

es el alfa tal que el área bajo la función de densidad de confianza a la izquierda de
αinf es un valor predeterminado, por ejemplo .01, y αsup es el alfa tal que el área bajo
la función de densidad de confianza a la derecha de αsup es un valor predeterminado,
por ejemplo .01.
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3. Obtener estimaciones de H(αi; t0), i = 0, ..., r.

4. Obtener una estimación de la función de densidad de confianza h(α; t0).

Ejemplo 4. Se generaron x1, ..., x30, observaciones de una muestra aleatoria de
tamaño 30, X1, ..., X30, de una distribución Gamma(α = 3, β = 5). En la figura 1
aparece la gráfica de la densidad de confianza estimada de α, dado que β es de ruido.

Figura 1. Densidad de confianza estimada de α, dado que β es de ruido.

Ahora, desde el punto de vista bayesiano, queremos encontrar la función de den-
sidad posterior de α y β dados x1, ..., x30. La densidad previa que se usará es la no
informativa de Jeffreys, la cual está dada por

p(α, β) ∝ 1
β

∣∣∣∣dψ(α)
dα

∣∣∣∣ 12 .
De aqúı,

p(α, β | x1, ..., x30) =
p(x1, ..., x30, α, β)
p(x1, ..., x30)

=
f(x1, ..., x30 | α, β)p(α, β)

p(x1, ..., x30)
,

donde, de acuerdo al punto de vista bayesiano, f(x1, ..., x30 | α, β) es la función de
densidad conjunta de X1, ..., X30 dados α y β. Desde el punto de vista clásico es la
función de densidad conjunta de X1, ..., X30 con parámetros α y β. Aśı,

f(x1, ..., x30 | α, β) = f(x1, ..., x30;α, β) = f(x1;α, β)f(x2;α, β)...f(xn;α, β) =

=
1

(Γ(α))n βnα

(
n∏
i=1

xi

)α−1

exp

(
− 1
β

n∑
i=1

xi

)
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Por lo tanto,

p(α, β | x1, ..., x30) ∝ f(x1, ..., x30 | α, β)p(α, β) =

=
1

(Γ(α))n βnα

(
n∏
i=1

xi

)α−1

exp

(
− 1
β

n∑
i=1

xi

)
1
β

∣∣∣∣dψ(α)
dα

∣∣∣∣ 12 .
Una forma de encontrar p(α, β | x1, ..., x30) es resolviendo la integral doble

∫∫
f(x1, ..., x30 | α, β)p(α, β)dαdβ.

Por último, la densidad posterior de α dados x1, ..., x30 se obtiene como

h(α | x1, ..., x30) =
∫
p(α, β | x1, ..., x30)dβ.

Figura 2. Densidad posterior estimada de α dada x = (x1, ..., x30).

Sin embargo, las dos últimas integrales no se pueden resolver anaĺıticamente.
En este caso lo mejor es obtener una muestra simulada de p(α, β | x1, ..., x30),
lo cual se hace a través de la aproximación normal asintótica y del algoritmo de
Metropolis-Hastings. Este último es una técnica de simulación de Monte Carlo para
construir de manera iterativa una cadena de Markov, cuya distribución de equilib-
rio es la distribución final que nos interesa. Por último, de la muestra simulada de
p(α, β | x1, ..., x30) se obtiene una estimación de la densidad posterior de α dada
x = (x1, ..., x30).

Ejemplo 5. Para la misma muestra del ejemplo anterior, y utilizando la densidad
previa no informativa de Jeffreys, en la figura 2 aparece la gráfica de la densidad
posterior estimada de α dada x = (x1, ..., x30).
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En la figura 3 aparecen las gráficas de las dos densidades estimadas.

Figura 3. Comparación de las dos densidades estimadas.

4. Conclusiones

De la figura 3 vemos que aparententemente la distribución de confianza del parámetro
de forma de la distribución gamma se centra mejor alrededor de dicho parámetro,
que en este caso vale 3, que lo que lo hace la correspondiente distribución posterior
obtenida con la previa de Jeffreys. Esto es muy importante porque en las aplicaciones
nos permitiŕıa obtener mejores estimaciones del parámetro referido. Por tal motivo,
es de interés obtener métodos (preferentemente basados en estad́ısticas con carac-
teŕısticas interesantes, idealmente estad́ısticas suficientes) para deducir distribuciones
de confianza, aśı como analizar las propiedades de tales distribuciones de confianza.
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En este trabajo se presentan las distribuciones de confianza. También se ven dos
métodos exactos para obtenerlas, aśı como las propiedades básicas de ellas. Por último,
se muestra que las distribuciones de confianza permiten ver de forma unificada los val-
ores p y los intervalos de confianza.

In this paper the basic properties of confidence distributions are discussed. Also,
two exact procedures for obtaining them are given. It is shown that the confidence
distributions permit one to see the unified form of the P-values and the confidence
intervals.

Palabras clave: Función de verosimilitud, Intervalo de confianza, Percentil, Pivotal,
Prueba de hipótesis, Razón de verosimilitudes monótona, Valor p.
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1. Introducción

Las distribuciones de confianza tienen sus ráıces en Fisher y Neyman. Consti-
tuyen la interpretación de Neyman sobre las distribuciones fiduciales de Fisher. La
metodoloǵıa frecuentista obtenida de las distribuciones de confianza tiene mucho del
atractivo de la metodoloǵıa bayesiana.

La forma más apropiada para presentar información incierta es a través de las
distribuciones de probabilidad. Mucho del atractivo del enfoque bayesiano se debe a
que las emplea como formato para presentar lo que se ha aprendido de la información
nueva, lo cual hace por medio de las distribuciones previa y posterior. Como una
alternativa a la distribución posterior bayesiana, Fisher (1930) introdujo las distribu-
ciones de probabilidad fiduciales como formato para presentar lo que se ha aprendido
de los datos a través del modelo de probabilidad. Los percentiles de una distribución
fiducial son los puntos extremos de los intervalos fiduciales. Siguiendo a Neyman en
lugar de Fisher al entender los intervalos fiduciales como intervalos de confianza, se
emplea el término distribución de confianza, de acuerdo con Efron (1998) y otros
autores.

En la tradición frecuentista, los intervalos de confianza y los valores p constituyen
la forma básica de presentar los reportes estad́ısticos. La relación cercana entre los
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valores p y los intervalos de confianza nos permiten verlos de forma unificada a través
de las distribuciones de confianza, como se mostrará en el presente trabajo. También
se mostrarán dos métodos para obtener distribuciones de confianza.

2. Dos métodos para obtener distribuciones de confianza

El contexto es un modelo paramétrico de una población descrita por una variable
aleatoria X con distribución de probabilidad P (x;ψ, ω), donde ψ es un parámetro
real de interés primario que pertenece a un intervalo finito o infinito, y ω es un vector
formado por los demás parámetros reales referidos como de ruido.

Definición 1. Sean X = (X1, ..., Xn) una muestra aleatoria de la distribución con-
tinua P (x;ψ, ω) y x una observación de X. Una función de distribución continua
C(ψ;x) de ψ, es una distribución de confianza de ψ si

P (C(ψ;X) ≤ a; (ψ, ω)) = a, con 0 ≤ a ≤ 1,

para cualquier par (ψ, ω).

Observación 1. La definición 1 se centra en el hecho de que la variable aleatoria
C(ψ;X) tiene distribución uniforme cuando los parámetros verdaderos son (ψ, ω).

Observación 2. Si C(ψ;x) es una función de distribución de ψ, entonces a C(ψ;x)
también se le llama Distribución de Significancia o Distribución Fiducial.

Si 0 < α < 1, sea

C−1(α;x) = inf {ψ : C(ψ;x) > α} .

Para intervalos de confianza unilaterales (−∞, ψα), donde ψα = C−1(α;X), la
probabilidad de cobertura (o cobertura frecuentista) es α porque

P (ψ ≤ ψα) = Pψ,ω(C(ψ;X) ≤ C(ψα;X)) = Pψ,ω(C(ψ;X) ≤ α) = α.

De igual modo, para intervalos de confianza bilaterales (ψα, ψβ) la probabilidad de
cobertura es β − α, porque

P (ψα ≤ ψ ≤ ψβ) = Pψ,ω(C(ψα;X) ≤ C(ψ;X) ≤ C(ψβ ;X))

= Pψ,ω(α ≤ C(ψ;X) ≤ β) = β − α.

Se tienen los dos métodos siguientes para obtener distribuciones de confianza.
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2.1 El método de la pivotal

Definición 2. Una variable aleatoria Q(X; θ) es una pivotal (o cantidad pivotal)
si su distribución no depende de ningún parámetro. Es decir, si X tiene distribución
F (x; θ), entonces Q(X; θ) tiene la misma distribución para todos los valores de θ.

Sea piv(X;ψ) una pivotal con función de distribución F . Si piv(X;ψ) es creciente
y continua como función de ψ, entonces F (piv(X;ψ)) también es creciente y continua
como función de ψ y

C(ψ;X) = F (piv(X;ψ)) ∼ U(0, 1).

Por lo tanto C(ψ;x) es una distribución de confianza de ψ.

Si piv(X;ψ) es decreciente y continua como función de ψ, entonces 1−F (piv(X;ψ))
es creciente y continua como función de ψ y

C(ψ;X) = 1− F (piv(X;ψ)) ∼ U(0, 1).

De aqúı, C(ψ;x) es una distribución de confianza de ψ.

Ejemplo 1. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución N(µ, σ2),
donde los parámetros µ y σ2 son desconocidos, µ es el parámetro de interés y σ2 es
de ruido. Si X = 1

n

∑n
i=1Xi y S2

n−1 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −X)2, entonces la pivotal

√
n(X − µ)
Sn−1

,

la cual es decreciente como función de µ, tiene una distribución t de Student con n-1
grados de libertad. Si Ft,n−1 denota a la función de distribución t de Student con n-1
grados de libertad, se sigue que

C(µ;x) = 1− Ft,n−1

(√
n(x− µ)
sn−1

)
es una distribución de confianza para µ.

Ejemplo 2. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución N(µ, σ2),
donde los parámetros µ y σ2 son desconocidos, µ es de ruido y σ2 es de interés. Si
X y S2

n−1 son como en el ejemplo 1, entonces la pivotal

(n− 1)S2
n−1

σ2
,

la cual es decreciente como función de σ2, tiene una distribución ji-cuadrada con n-1
grados de libertad. Si Fχ2,n−1 denota a la función de distribución ji-cuadrada con n-1
grados de libertad, se tiene entonces que

C(σ2;x) = 1− Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2

)
es una distribución de confianza para σ2.
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2.2 El método de la razón de verosimilitudes monótona

Definición 3. Una familia de funciones de densidad de probabilidad o de funciones
de probabilidad {g(t; θ) : θ ∈ Θ ⊆ R} de una variable aleatoria T , tiene razón de
verosimilitudes monótona si, siempre que θ1 < θ2,

g(t; θ2)
g(t; θ1)

es monótona como función de t en

{t : g(t; θ1) > 0 ó g(t; θ2) > 0} ,

donde por definición
c

0
=∞

si c > 0.

Proposición 1. Sea T variable aleatoria cuya familia de densidades de probabilidad
o de funciones de masa de probabilidad es {g(t; θ) : θ ∈ Θ ⊆ R}, tal que para θ1 < θ2

g(t; θ2)
g(t; θ1)

es creciente como función de t. Entonces

Pθ2(T ≤ t) ≤ Pθ1(T ≤ t).

Prueba. Sean t1 < t < t2. De aqúı

g(t1; θ2)
g(t1; θ1)

≤ g(t2; θ2)
g(t2; θ1)

=⇒ g(t1; θ2)g(t2; θ1) ≤ g(t1; θ1)g(t2; θ2).

Integrando primero sobre t1 de -∞ a t y después sobre t2 de t a ∞ se tiene

Pθ2(T ≤ t) (1−Pθ1(T ≤ t)) ≤ Pθ1(T ≤ t) (1−Pθ2(T ≤ t)) ,

de donde,
Pθ2(T ≤ t) ≤ Pθ1(T ≤ t).

Corolario 1. Si para θ1 < θ2
g(t; θ2)
g(t; θ1)

es decreciente como función de t, entonces

Pθ1(T ≤ t) ≤ Pθ2(T ≤ t).
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Corolario 2. Sean T variable aleatoria continua como en la proposición 1, Pθ(T ≤ t)
continua como función de θ, y Θ = (θinf , θsup). Si Pθ(T ≤ t)→ 1 cuando θ → θinf y
Pθ(T ≤ t)→ 0 cuando θ → θsup, entonces C(θ; t)=1−Pθ(T ≤ t) es una distribución
de confianza de θ.

Definición 4. La familia {g(t; θ) : θ ∈ Θ ⊂ R}, de funciones de densidad de proba-
bilidad o de funciones de masa de probabilidad, se llama una familia exponencial
si g(t; θ) se puede expresar en la forma

g(t; θ) = h(t)c(θ) exp

(
k∑
i=1

wi (θ) qi (t)

)
,

donde h(t) ≥ 0 y q1, ..., qk son funciones de valor real que no dependen de θ, y
c(θ) ≥ 0 y w1, ..., wk son funciones de valor real que no dependen de t.

Lema 1. Sea

g(t; θ) = h(t)c(θ) exp

(
k∑
i=1

wi (θ) qi (t)

)
, θ ∈ Θ ⊆ R,

una familia exponencial. Si todas las funciones wi son monótonas crecientes o todas
son monótonas decrecientes, y si todas las funciones qi son monótonas crecientes
o todas son monótonas decrecientes, entonces g(t; θ) tiene razón de verosimilitudes
monótona.

Prueba. Sean θ1 < θ2. Entonces

g(t; θ2)
g(t; θ1)

=
c(θ2)
c(θ1)

exp

(
k∑
i=1

(wi (θ2)− wi (θ1)) qi (t)

)
es monótona como función de t.

Ejemplo 3. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución gamma con
parámetro de forma α > 0 desconocido, y parámetro de escala β > 0 conocido. Sea
S =

∑n
i=1Xi. Entonces S tiene una distribución gamma con parámetro de forma nα

y parámetro de escala β. Si f es su función de densidad,

f(s;α) =
1

Γ (nα)βnα
snα−1e−

s
β ,

la cual se puede escribir en la forma

f(s;α) =
1

Γ (nα)βnα
e−

s
β e(nα−1) log s,

es decir, {f(s;α) : α > 0} es una familia exponencial. Puesto que nα− 1 es creciente
como función de α, y log s es creciente como función de s, por el Lema 1, f(s;α) tiene
razón de verosimilitudes monótona. Si F (s;α) es su función de distribución, entonces
F (s;α)→ 1 cuando α→ 0, y F (s;α)→ 0 cuando α→∞. Por lo tanto

C(α; s) = 1− F (s;α)
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es una distribución de confianza de α. Si β = 1, la función de densidad de confianza
de α, una vez que se observó s, es

c(α; s) = −(d/dα)F (s;α) =
∫ s

0

(ψ (nα)− n log t)f(t;α)dt,

donde ψ(α) es la función digama, ψ(α) =
(
d
dα

)
(log Γ(α)).

Ejemplo 4. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una población N(µ;σ2), con
µ desconocida y σ2 conocida. Sea T = 1

n

∑n
i=1Xi. Entonces T v N(µ, σ

2

n ), la
cual es una familia exponencial. Si f(t;µ) es la función de densidad de T , resulta
que f(t;µ2)

f(t;µ1)
es creciente como función de t si µ1 < µ2. De aqúı, si F (t;µ) es la

función de distribución de T , se tiene que F (t;µ) es monótonamente decreciente
como función de µ.Por otro lado, si Φ es la función de distribución normal estándar,
F (t;µ) = P (T ≤ t) = Φ

(√
n(t−µ)
σ

)
, de donde también se ve que la función de

distribución de T es monótonamente decreciente como función de µ. Puesto que
F (t;µ)→ 1 cuando µ→ −∞, y F (t;µ)→ 0 cuando µ→∞, entonces la distribución
de confianza de µ es

C (µ; t) = 1− F (t;µ) = 1− Φ
(√

n(t− µ)
σ

)
.

Una vez que se observó t, la densidad de confianza de µ es

c(µ; t) = −(d/dµ)F (t;µ) =
√
n√

2πσ
exp

(
−n(µ− t)2

2σ2

)
,

es decir, µ v N
(
t, σ2/n

)
.

3. Distribuciones de confianza, pruebas de hipótesis e intervalos de confianza

Definición 5. Sean Θ ⊆ R el conjunto de valores posibles del parámetro θ, Θ0 ⊂ Θ,
y Θc

0 el complemento de Θ0 en Θ. En un problema de prueba de hipótesis

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θc
0,

un valor p es un estad́ıstico de prueba p(X) que satisface 0 ≤ p(x) ≤ 1, para toda
observación x de X, de modo que valores pequeños de p(X) dan evidencia de que H1

es cierta. Se dice que p(x) es el nivel de significancia alcanzado por la prueba.

Ejemplo 5. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución N(µ, σ2),
donde los parámetros µ y σ2 son desconocidos, µ es el parámetro de interés y σ2 es
de ruido. Sean X y S2

n−1 como en el ejemplo 1. Para realizar la prueba de hipótesis

H0 : µ ≤ µ0 vs H1 : µ > µ0,

el estad́ıstico de prueba es
√
n(X−µ0)
Sn−1

. En este caso el valor p es

p (X) = 1− Ft,n−1

(√
n(X − µ0)
Sn−1

)
= C(µ0;X),

donde Ft,n−1 denota a la función de distribución t de Student con n-1 grados de
libertad, y C(µ;x) es la distribución de confianza de µ.
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Ejemplo 6. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución N(µ, σ2),
donde los parámetros µ y σ2 son desconocidos, µ es de ruido y σ2 es de interés. Sean
X y S2

n−1 como en el ejemplo 1. Para realizar la prueba de hipótesis

H0 : σ2 ≤ σ2
0 vs H1 : σ2 > σ2

0 ,

el estad́ıstico de prueba es (n−1)S2
n−1

σ2
0

. En este caso el valor p es

p (X) = 1− Fχ2,n−1

(
(n− 1)S2

n−1

σ2
0

)
= C(σ2

0 ;X),

donde Fχ2,n−1 denota a la función de distribución ji-cuadrada con n-1 grados de
libertad, y C(σ2;x) es la distribución de confianza de σ2.

Lema 2. La confianza de la afirmación ψ ≤ ψ0 es el grado de confianza C(ψ0;x)
del intervalo de confianza (−∞, C−1(C(ψ0;x))), y es igual al valor p observado de la
prueba de hipótesis

H0 : ψ ≤ ψ0 vs H1 : ψ > ψ0.

Prueba. Puesto que C(ψ;x) es creciente como función de ψ, entonces C(ψ;X) es un

estad́ıstico de prueba para probar

H0 : ψ ≤ ψ0 vs H1 : ψ > ψ0,

de modo que valores pequeños de C(ψ0;X) dan evidencia de que H1 es cierta; como
0 ≤ C(ψ;x) ≤ 1, entonces C(ψ;X) es un valor p de la prueba hipótesis. Si x es una
observación de X, el nivel de significancia alcanzado por la prueba de hipótesis, o la
confianza de la afirmación ψ ≤ ψ0, es

p(x) = C(ψ0;x) = P (C(ψ;X) ≤ C(ψ0;x)).

Además,

P (ψ ≤ C−1(C(ψ0;X))) = P (C(ψ;X) ≤ C(C−1(C(ψ0;X)))) = P (C(ψ;X) ≤ C(ψ0;X)),

o sea, C(ψ0;x) también es el grado de confianza del intervalo de confianza

(−∞, C−1(C(ψ0;x))).

Ejemplo 7. Sea x = (x1, ..., xn) una observación del vector X = (X1, ..., Xn), donde
X1, ..., Xn es una muestra aleatoria de la distribución N(µ, σ2) con los parámetros
µ y σ2 desconocidos, µ es el parámetro de interés y σ2 es de ruido. Sean X y S2

n−1

como en el ejemplo 1. Si Ft,n−1 denota a la función de distribución t de Student con
n-1 grados de libertad, sabemos que

C(µ;x) = 1− Ft,n−1

(√
n(x− µ)
sn−1

)
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es una distribución de confianza para µ. Podemos determinar un intervalo de (1− α) 100%
de confianza para µ como sigue: Sean µ α

2
y µ1− α

2
tales que

C(µ α
2
;x) =

α

2
y

C(µ1− α
2
;x) = 1− α

2
,

o sea,

1− Ft,n−1

(√
n
(
x− µ α

2

)
sn−1

)
=
α

2

y

1− Ft,n−1

(√
n
(
x− µ1− α

2

)
sn−1

)
= 1− α

2
.

De la primera de estas dos últimas igualdades tenemos

Ft,n−1

(√
n
(
x− µ α

2

)
sn−1

)
= 1− α

2
,

por lo tanto,

√
n
(
x− µ α

2

)
sn−1

= t1− α
2 ,n−1,

donde t1− α
2 ,n−1 es el percentil

(
1− α

2

)
100 de la distribución t de Student con n − 1

grados de libertad. De la última igualdad resulta

u α
2

= x− t1− α
2 ,n−1

sn−1√
n
.

Similarmente,

1− Ft,n−1

(√
n
(
x− µ1− α

2

)
sn−1

)
= 1− α

2
,

luego,

Ft,n−1

(√
n
(
x− µ1− α

2

)
sn−1

)
=
α

2
,

de donde,

√
n
(
x− µ1− α

2

)
sn−1

= t α
2 ,n−1 = −t1− α

2 ,n−1.
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De aqúı,

µ1− α
2

= x+ t1− α
2 ,n−1

sn−1√
n
.

Por lo tanto, un intervalo de (1− α) 100% de confianza para µ es

x− t1− α
2 ,n−1

sn−1√
n
≤ µ ≤ x+ t1− α

2 ,n−1
sn−1√
n
,

el cual coincide con el intervalo de confianza respectivo que se obtiene usando el
método común de estimación por intervalo.

Ejemplo 8. Seax = (x1, ..., xn) una observación del vector X = (X1, ..., Xn), donde
X1, ..., Xn es una muestra aleatoria de la distribución N(µ, σ2) con los parámetros
µ y σ2 desconocidos, µ es un parámetro de ruido y σ2 es el de interés. Sean X y
S2
n−1 como antes. Si Fχ2,n−1 denota a la función de distribución ji-cuadrada con n-1

grados de libertad, sabemos que

C(σ2;x) = 1− Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2

)
es una distribución de confianza para σ2. Determinamos un intervalo de (1− α) 100%
de confianza para σ2 igual que en el ejemplo anterior: Sean σ2

α
2

y σ2
1− α

2
tales que

C(σ2
α
2
;x) =

α

2
y

C(σ2
1− α

2
;x) = 1− α

2
,

o sea,

1− Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2
α
2

)
=
α

2

y

1− Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2
1− α

2

)
= 1− α

2
.

De la primera de estas dos últimas igualdades se tiene

Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2
α
2

)
= 1− α

2
,

luego

(n− 1) s2n−1

σ2
α
2

= χ2
1− α

2 ,n−1,
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donde χ2
1− α

2 ,n−1 es el percentil
(
1− α

2

)
100 de la distribución ji-cuadrada con n − 1

grados de libertad. De la última igualdad se sigue que

σ2
α
2

=
(n− 1) s2n−1

χ2
1− α

2 ,n−1

.

Similarmente,

1− Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2
1− α

2

)
= 1− α

2
,

luego,

Fχ2,n−1

(
(n− 1) s2n−1

σ2
1− α

2

)
=
α

2
,

de donde,

(n− 1) s2n−1

σ2
1− α

2

= χ2
α
2 ,n−1.

De aqúı,

σ2
1− α

2
=

(n− 1) s2n−1

χ2
α
2 ,n−1

Por lo tanto, un intervalo del (1− α) 100% de confianza para σ2 es

(n− 1) s2n−1

χ2
1− α

2 ,n−1

≤ σ2 ≤
(n− 1) s2n−1

χ2
α
2 ,n−1

.

4. Conclusiones

Una distribución de confianza tiene probabilidad de cobertura exacta. Adicional-
mente, si está basada en un estad́ıstico suficiente para el parámetro, entonces a través
de ella podremos hacer inferencias más precisas sobre él, ya que un estad́ıstico su-
ficiente contiene toda la información que sobre el parámetro nos da la muestra de
datos observada. Por tal motivo consideramos que es importante obtener tales dis-
tribuciones de confianza, aunque sea de forma aproximada por medio de métodos
numéricos.
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