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Escuela de Matemasaticas de América Latina y el Caribe (EMALCA 2010) Villahermosa, Tabasco, México

Invariantes en Geometria y Topologia *

Daniel Juan Pineda |
Universidad Nacional Auténoma de México

En esta nota definiremos el grupo de Whitehead asociado a un grupo. Describiremos
los fenémenos topolégicos que deseamos estudiar con este grupo y algunos resultados
actuales al respecto.

We will define the Whithead group associated to a group. We will also describe
topological phenomena that are classified by these groups and some recent results.

Palabras claves: Grupo de Whitehead, teoria K, h-cobordismo.
Keywords: Whitehead group, K-theory, h-cobordism.

1. Introduccién

Tanto en geometria como en topologia nos interesa clasificar objetos de acuerdo a sus
propiedades, para esto encontramos diferentes nociones de equivalencia, a saber por
homeomorfismo, isometria o equivalencia homotdpica. Cada uno de estos conceptos
resaltan propiedades diferentes de los objetos a clasificar: el primero y el tercero
se enfocan a propiedades invariantes bajo deformaciones mientras que el segundo
resalta propiedades métricas del objeto. El grupo de Whitehead, Wh(G) asociado
a un grupo es un grupo naturalmente asociado a un grupo y clasifica una clase
de objetos asociados a un espacio denominados h-cobordismos, estos h-cobordismos
los podemos pensar como deformaciones de una homotopia, en cierta forma miden
cuantas deformaciones de una homotopia se pueden construir. El proceso de definir
Wh(G) pasa por un problema cldsico de algebra lineal: dada una matriz invertible,
.,Cuando la puedo llevar mediante operaciones elementales a una matriz diagonal? En
algebra lineal cldsica sobre un campo, ésto siempre es posible, el aspecto novedoso es
que trabajaremos con matrices sobre anillos, probablemente no conmutativos. En la
segunda parte de este trabajo daremos propiedades generales de Wh(G) para familias
de grupos conocidos. Finalmente relacionaremos Wh(G) con topologia y veremos
algunos problemas abiertos.

2. Un poco de algebra

Sea R un anillo con unidad 1 y consideremos el grupo GL,(R) de las matrices inver-
tibles de tamano n x n con coeficientes en R. Ahora consideremos las inclusiones

GLi(R) C GLy(R) C GL3(R) - -

*Recibido el 10 de Junio de 2010 y aceptado el 8 de Septiembre de 2010
TDireccién postal: Instituto de Matematicas, Unidad Morelia, UNAM Campus Morelia, More-
lia Michoacdn, C. P. 58089 Tel.(+52) 322 27 98. Correo electrénico: daniel@matmor.unam.mx
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4 Daniel Juan Pineda
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Definimos GL(R) = Uy(GLy). Notemos que GL(R) es un grupo y que sus elementos
son matrices invertibles arbitrariamente grandes. Ahora definimos K;(R) = GL(R)®
donde GL(R)® denota al grupo abelianizado de GL(R). Por definicién K;(R) es un
grupo abeliano. Veamos algunos ejemplos:

dadas por

1. Cuando F es un campo o un anillo euclidiano se tiene que K;(F) = F* donde F*
denota a las unidades. Esto se debe a que sobre anillos de esta clase siempre podemos
diagonalizar una matriz invertible con operaciones elementales.

2. Si R es un anillo local se tiene que K;(R) = R}, donde nuevamente tenemos que R*
denota a las unidades de R y R, denota a R modulo el ideal generado por zy — yx
con z,y € R*.

Una clase de anillos que aparecen frecuentemente son los anillos de grupo que a
continuacién definimos. Sea G un grupo, el anillo de grupo Z[G] de G se define como
sigue: sus elementos son combinaciones lineales enteras

nig1 +nage + - -npgr; M €4, g €G,

donde n; € Z. La suma es coordenada a coordenada y para la multiplicacién uso la
de G y ley de distribucién. Por ejemplo para G' = Cy = {e,0|0? = e} el grupo de dos
elementos tenemos

Z[Co) = Z[x]/2* — 1

ya que sus elementos son de la forma n+mo con la suma (ny +mi0) + (ng +meo) =
(n14+n2)+(my+mse)o y producto (n1 +myo)(na+meo) = (nyng+mimse)+(nime+
namq)o. En este caso es inmediato probar que Z[C3] es conmutativo y en general se
tiene que Z[G] es un anillo conmutativo si y sélo si G es un grupo conmutativo.

Los elementos +g con g € G producen elementos obvios en GL,(Z[G]) y por lo
tanto en GL(Z[G]). Denotemos por =G al grupo generado por estos elementos en

GL(Z[G)).

Definicion 1. Sea G un grupo y Z[G] su anillo entero de grupo. El grupo de White-
head Wh(G) se define como el cociente:

Wh(G) = K, (Z[G])/ £ G.

Un ejemplo inmediato es cuando G = {e} es el grupo trivial, tenemos que Z[G] = Z
y por lo tanto Wh(G) = 0, ya que “toda matriz invertible con coeficientes enteros se
diagonaliza”. Es un hecho notrivial que Wh(C3) = 0 aunque no es para nada obvio
que podemos diagonalizar matrices invertibles con coeficientes en Z[Cs]. El primer
ejemplo de un grupo finito con grupo de Whitehead no trivial es Cj, el grupo ciclico
de cinco elementos. En este caso se tiene que Wh(C5) = Z. Es decir, existen una
infinidad de matrices invertibles con coeficientes en Z[C5] que no se diagonalizan. Por
otro lado se sabe que Wh(S,,) = 0 donde S, es el grupo de permutaciones de n letras.
A continuacién enunciamos algunos resultados generales para grupo finitos vea [5]:
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Grupo de Whitehead 5

1. Wh(G) es un grupo abeliano finitamente generado.

2. Wh(G) = SK1(G) +Z", donde SK;(G) es, por definicién el nicleo del homomorfismo
inducido por la inclusién Z — Q en Ki:

SK1(Z]G]) = Nuc[K1(Z[G]) — K1 (Q[G])]-

3. r = rr(G) — rq(G), donde rr(G) es el nimero de representaciones reales irreducibles
de G y rg(G) es el niimero de representaciones racionales irreducibles de G.

Una pregunta que nos viene inmediatamente es si existe algo andlogo a lo anterior
para grupos infinitos. Por ejemplo para el grupo Z sabemos que Wh(Z) = 0, ver
ejemplo mas adelante, nuevamente este es un hecho no trivial y requiere técnicas
avanzadas para su cdlculo. Una pregunta fundamental es jpara que grupos se tiene
que Wh(G) es un grupo finitamente generado?

3. Un poco de topologia

Recordemos algunos conceptos de topologia. Una variedad n-dimensional es un es-
pacio topolégico Hausdorff que localmente es como un espacio euclidiano, es decir,
cada punto p de M tiene una vecindad U C M y un homeomorfismo ¢ : U — R".
Una variedad con frontera es un espacio topolégico Hausdorff tal que cada punto de
M tiene una vecindad homeomorfa a R” o a Ry = {(z1,...,2,) € R"z, > 0}. En
una variedad con frontera, la frontera de M se define como los puntos que tienen una
vecindad homeomorfa a R, y con iltima coordenada cero y la denotamos por OM.
No es muy dificil convencerse de que si M es una variedad con frontera, se tiene que
la frontera es una variedad y que ésta ya no tiene frontera. El problema de clasificar
variedades es central en topologia. Este problema estd resuelto para variedades com-
pactas de dimension 1 y 2. Sin embargo es un problema abierto en dimensién 3 e
irresoluble para dimensiones mayores a 3. Hacen falta otras relaciones de equivalencia
como la que a continuacion describimos.

Definicion 2. Sea W™l una variedad con frontera de dimensién n + 1. Sean M;
y M> las componentes de la frontera de W. Supongamos que se tienen retractos
ri: W — My yre: W — Ms. Entonces diremos que W es un h-cobordismo.

El ejemplo méas inmediato de un h-cobordismo es el producto W = M x I, donde
M es una variedad sin frontera, I = [0,1]. En este caso OW = M x {0} UM x {1} y
las retracciones r : W — M son las proyecciones obvias.

Definicion 3. Diremos que dos h-cobordismos W; y W5 son equivalentes si existe
un homeomorfismo f : Wi — Wy tal que f(OW7) = 0Ws. Al conjunto de clases de
equivalencia lo denotamos como {W"*1}/ ~.

El problema real es descubrir h-cobordismos no triviales. Esta es una tarea alta-
mente no trivial. Si embargo, el siguiente formidable teorema nos relaciona el grupo
de Whitehead con los h-cobordismos:
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6 Daniel Juan Pineda

Teorema 1 (Barden, Mazur, Stallings) Sea n > 5 W"*! un h-cobordismo y G = (M) el
grupo fundamental de la componente M; de la frontera de W. Se tiene una biyeccién
entre los conjuntos {W"™1}/ ~ con G = 71 (M) y los elementos de Wh(G). Bajo esta
correspondencia, el h-cobordismo trivial corresponde al elemento trivial de Wh(G).

Como consecuencia de lo anterior tendremos que NO existen h-cobordismos no
triviales con frontera una variedad con grupo fundamental Cs. Por otro lado existen
una infinida de h-cobordismos no triviales y no equivalentes si esta variedad tiene
grupo fundamental C5. En caso de tener que la variedad frontera tiene grupo fun-
damental un grupo ciclico infnito, mencionamos anteriormente que este grupo tiene
grupo de Whitehead trivial, por lo tanto tampoco en este caso existen h-cobordismos
notriviales.

4. El caso de grupos infinitos

Cuando G es un grupo finito, vimos en la seccién anterior que Wh(G) es un grupo
abeliano finitamente generado y actualmente existen técnicas algebraica que nos per-
miten describir Wh(G) con bastante precisién (vea [5]). Sin embargo para grupos
infinitos no existen teoremas generales que den propiedades cualitativas Wh(G).
Veamos dos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 1.

Consideremos, C, el grupo ciclico infinito generado por un elemento ¢, es decir C' =
{t'li € Z}, el anillo de grupo de C es isomorfo al anillo de polinomios de Laurent en
las variables ¢,¢t 7!

Z[C] = Z[t, t7).

Esto nos lleva naturalmente a estudiar K para anillos de polinomios.

Ejemplo 2.

Por otro lado si consideramos el grupo G = C4 x C donde C es el grupo ciclico
infinito y Cy es el grupo ciclico de 4 elementos. El anillo de grupo de G nuevamente
es isomorfo a un anillo de polinomios de Laurent:

Z|G] = Z[Cy x C) = Z[C4][t,t™ 1.

En otras palabras el anillo entero de G es isomorfo al anillo de polinomios de Laurent
del anillo Z[Cy].

En los dos ejemplos anteriores tenemos grupos infinitos aparentemente muy senci-
llos y su grupo de Whitehead involucra el célculo en anillos de polinomios de Laurent.
Este caso ha sido estudiado por H. Bass, A. Heller y R. Swan en [2] y encontraron
una férmula que lo describe. Para esto necesitamos la siguiente definicion.

Definicion 4. Sea R un anillo con 1 y € : R[t] — R la aumentacién que en el
generador t se define como: e(t) = 1. El grupo Nil de Bass se define como el nicleo
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Grupo de Whitehead 7

de la funcién inducida por e,
NK;(R) = Nucle, : K1 (R[t]) — K1(R)].

Puesto que la inclusién de R en su anillo de polinomios como los polinomios constantes
es una seccién para € se sigue que NK;(R) es un sumando directo deK; (R[t]).

El Teorema fundamental de Bass-Heller-Swan nos da una descripcién del grupo de
Whitehead en el caso que hemos descrito arriba:

Teorema 2 (Teorema fundamental) Sea C' es grupo ciclico infinito y G un grupo arbitrario.
Entonces se tiene un isomorfismo natural

Wh(G x C) = Wh(G) ® Ko(Z[G)) ® NK,(Z|G]) & NK,(Z[G]),

donde Ko(Z[G]) es el grupo de Grothendieck del monoide de clases de isomorfismo
de Z|G]-mdédulos proyectivos finitamente generados médulo los Z[G]-médulos libres
finitamente generados vea, [6].

Aplicando este teorema para los dos ejemplos descritos arriba tendremos

1. Para G = {e} es un hecho conocido que NK1(Z) = 0, ademds en este caso tambien se
tiene que Ko(Z) = 0 y que Wh(Z) = 0 por lo tanto se tiene que

Wh(Z) = 0.

2. Por otro lado para G = Cy tendremos Wh(Cy) = 0, Ko(Z[C4]) = 0 pero NK, (Z[C4] =
@ooZ/2, una suma directa de un una infinidad de copias del grupo Z/2 y por lo tanto

Wh(Cy x C) = @ 7z/2.

En este caso tendremos que Wh(C4 x C) es un grupo abeliano infinitamente generado!

Lo anterior contrasta con lo que sucede para grupos finitos y nos da una indicacién
de la complejidad en el calculo de grupos de Whitehead en estos casos. También
nos da la idea (via el teorema de clasificacién de h-cobordismos) de la existencia
de muchisimos més h-cobordismos cuando el grupo fundamental es infinito, incluso
cuando el grupo es “aparentemente sencillo” como Cy x C.

El célculo de grupos de Whitehead puede ser una tarea imposible, en muchos casos
la manera de aproximarse a éstos es con topologia, geometria y otras ramas de las
matematicas. Usando estos métodos se han llevado a cabo alguno célculos exitosos,
enlistemos algunos:

1. Sea G el grupo fundamental de una superficie compacta y sin frontera. Se tiene que
Wh(G) = 0. Este es un hecho formidable, ya que estos grupos son muy sofisticados y
casi todos no conmutativos, vea [4].
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2. Sea G un grupo Fuchsiano finitamente generado. Estos grupos son subgrupos de
transformaciones de Md&bius especiales y sus subgrupos finitos son todos ciclico. En
este caso se tiene

WhG) = @ WhG),
GieConj(G)
donde los G; varfan sobre una familia Conj(G) de representantes de las clases de

conjugacion de los subgrupos finitos de G, es de notar que esta familia es finita, vea
[3].

3. Sea G, el grupos de n-trenzas cldsicas de Artin. Estos grupos aparecen en muchas
ramas de las matematicas y no contienen elementos de orden finito. En este caso se
tiene, vea [1]

Wh(G,) =0, para todo n € N.

En la actualidad, el estudio de los grupos de Whitehead para grupos infinitos
es una rama muy activa de las matematicas. Para obtener resultados como los de
arriba, es esencial la geometria del grupo, ademas de involucrar técnicas modernas de
matematicas de diferentes ramas. Concluiremos con una conjetura que hasta ahora
ha resistido ser probada en completa generalidad y cuya veracidad tiene consecuencias
notables.

Conjetura 1. Sea GG un grupo discreto que no contiene elementos de orden finito no
triviales, entonces
Wh(G) =0,

notemos que los ejemplos (1) (3) arriba satisfacen la hipétesis.

Por otro lado esperamos que grupos que tengan elementos de orden finito, en
general tengan grupo de Whithehead infinitamente generado.

Referencias
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Conjuntos de Julia racionales y empaques
de Sierpinski generalizados *

Ménica Moreno Rocha |
Centro de Investigacion en Matemdticas

Analizamos las aplicaciones racionales postcriticamente finitas asociadas a la familia
de grado cuatro

z 22 4+ N2,
con A € C—{0}. Para aquellas aplicaciones cuyos conjuntos de Julia son modelados por
un empaque de Sierpiniski generalizado, explicaremos un resultado de rigidez asociado a
las clases de conjugacién topoldgica por medio de sus modelos combinatorios asociados.

We study postcritically finite rational maps drawn from the family
z 22 4+ N2,

with A € C — {0}. For those maps whose Julia sets are described by generalized
Sierpiriski gaskets, we explain a rigidity result of conjugacy classes by means of their
associated combinatorial models.

Palabras claves: Funciones Racionales, Conjunto de Julia, Combinatoria.
Keywords: Rational Maps, Julia Sets, Combinatorics.

1. Introduccién

Consideremos la familia de aplicaciones racionales de grado cuatro

A
Ry(z) = 22 + =

27

A e C—{0}.

Esta familia exhibe una amalgama de ejemplos topolégicos: cuando la érbita de los
puntos criticos escapa a infinito, sus conjuntos de Julia pueden ser homeomorfos a
= Conjunto de Cantor de puntos.

* Curva (o alfombra) de Sierpiriski.

Estos ejemplos de conjuntos de Julia para Ry (y su ampliacién) pueden apreciarse
en las Figuras 1y 2.

Bajo ciertas condiciones sobre A, los mapeos R) tienen conjuntos de Julia descritos
como empaques de Sierpinski generalizados. Fjemplos de estos conjuntos de Julia son
desplegados en las Figuras 3, 4, 6 y 7. El conjunto de la izquierda en la Figura 3

*Recibido el 4 de Junio de 2010 y aceptado el 13 de Septiembre de 2010
fDireccién postal: Callején Jalisco s/n, Guanajuato, México. C.P. 36240. Tel.(4+52)473
732.7155. Correo electrénico: mmoreno@cimat.mx
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Figura 2. Curva de Sierpinski.

corresponde a la aplicacién z — 22 + \/z con A ~ —0.59259. El trabajo desarrollado
en [1] demuestre que éste conjunto de Julia es homeomorfo al Tridngulo de Sierpiriski.
De aqui que los conjuntos asociados a la familia Ry (y en general, a familias de grados
mayores del tipo z — 2" + A\/2™, con n > 2, m > 1, ver Figura 4) son descritos como
empaques de Sierpinski generalizados.

Nuestro objetivo es presentar un resultado de rigidez asociado a aplicaciones
racionales de grado 4 que son postrcriticamente finitas y satisfacen ciertas condi-
ciones adicionales. Se presentan demostraciones nuevas para algunos resultados y se
describen las ideas principales del Teorema de Rigidez (Teorema 1).

En la Seccién 2, analizamos las propiedades dindmicas de la familia R). La
definicién precisa de un empaque de Sierpinski generalizado se proporciona en la
Seccion 3, mientras que el resultado principal se introduce en la Secciéon 4. En la
seccién final, se explica este resultado por medio de un ejemplo.

Agradecimientos: Este articulo reporta los resultados presentados en la Escuela
Matematica de América Latina y el Caribe, con sede en la Universidad Judrez
Auténoma de Tabasco, del 2 al 13 de Agosto. Agradezco a los organizadores de
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Figura 4. Empaque generalizado de grados 5 y 6.

la escuela por la invitacion y su hospitalidad en lo que fue una corta pero placentera
visita.

2. Propiedades de R)

Referimos al lector a [2] para consultar aspectos generales de la dindmica holomorfa.

Describimos las propiedades generales de la familia

A
Ri(z) =2+ 5. AeC— {0},

Es fécil verificar que el punto al infinito es punto fijo superatractor, mientras que el
origen es un polo de orden 2. Ambos son puntos criticos simples. Un cédlculo directo
nos permite ver que las soluciones de

- A=0, (1)
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son los 4 puntos criticos restantes. Llamamos a estas soluciones puntos criticos libres

y notamos que todos ellos se localizan sobre la circunferencia |z| = |[A\|~*. Denotemos
por
121 arg (A
o i (L)
4
y €1 = icg,Ca = —Cg ¥ €3 = —icy los restantes puntos criticos.

Cada R) exhibe una simetria rotacional: si w es una raiz cuarta primitiva de la
unidad, se tiene
k
R)\(w"2) = £R)\(2),

para todo k € Z. Ademas, existe una involucidn: si H) representa una de las dos
ramas de z — \f)\/z, entonces Ry o Hy, = R). Observe que la raiz positiva fija los
puntos ¢g y c2, mientras que la raiz negativa fija ¢ y c3.

Debido a estas simetrias, R) tiene esencialmente una tinica orbita critica: los cuatro
puntos criticos libres son enviados a dos valores criticos, vy = 2v/\, y estos, a su vez,
son enviados a 4\ + 1/4. Un simple calculo muestra Ry(c;j) = Ugigno{(—1)/}-

La cuenca inmediata de atraccion asociada al punto fijo superatractor z = oo,
denotada B, es el abierto conexo maximal que contiene co y cuyos puntos satisfacen
R%(2) — oo cuando k — oo. Si el conjunto de Julia J) es conexo, entonces la cuenca
de atraccion del punto al infinito, esto es,

U By (B)),

Jj=0

contiene mas de una componente. En particular R;l (B,) consiste de dos componentes
conexas, B) y una segunda componente abierta maximal que contiene el origen, usual-
mente denotada por 7). Excepto por la Figura 1, B) es la regién externa no acotada
mientras que 7, es la regién central acotada.

Denotemos por P el conjunto de todos los pardmetros A para los cuales, los puntos
criticos libres de Ry se encuentran en la frontera de By y sus érbitas positivas son
finitas. Las condiciones sobre los parametros P implican que las érbitas criticas libres
son preperiédicas a puntos peridédicos repulsores localizados en 9B). A partir de estas
ideas, es posible demostrar el siguiente resultado (consultar [1] para mayores detalles).

Proposicién 1. FEl conjunto P es denso en la frontera del lugar de conexidad de R).

3. Empaques generalizados

Para describir un empaque de Sierpinski generalizado, fijamos N > 3 y denotemos
por A el disco unitario cerrado, P el interior de una regién poligonal donde OP la
unién de N curvas simples y disjuntas de OA salvo por N vértices localizados en la
frontera de A.

Sea X; = A — P. Claramente, X; puede escribirse como la unién de N discos
topoldgicos Aj. Al elegir N puntos distintos sobre cada 90A;, podemos repetir el
proceso de remover una regién rectangular abierta con las mismas condiciones de

frontera, de tal forma que X, = Uj(Aj — P) es la unién de N? discos topoldgicos.
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Conjuntos de Julia y empaques de Sierpiniski 13

Podemos repetir el proceso de tal forma que, en el paso k, X} consiste de la unién de
N* discos topoldgicos.

Denotemos por X, el conjunto limite de éste proceso iterativo. Para anadirle
regularidad a la construccién, imponemos las siguientes condiciones sobre cada Xj.

Condicién S: X, tiene una simetria N-rotacional.

Condicién V: Para todo k > 2 y U C Xj;_; disco topoldgico, existe un entero
0 <m < N tal que U — P es un disco de X, si y sélo si P tiene exactamente m
vértices sobre la frontera de un poligono previamente removido en la construccién de
Xp—1.

Observacion 1. La condiciéon V restringe la posiciéon de m vértices de la region
poligonal P. Sin embargo, los restantes N — m vértices pueden localizarse en los

arcos de la frontera de U — P. El teorema de rigidez se basa en analizar las posibles
configuraciones que estos vértices pueden realizar.

En la Figura 5 se muestra para N = 4 y m = 2 un conjuntoXs que satisface las
condiciones S y V, mientras que a la derecha, el conjunto X5 no satisface ninguna de
las condiciones.

Figura 5.

Definicion 1. Decimos que X, es un empaque generalizado de Sierpinski si X, es
el conjunto limite del proceso descrito anteriormente y para cada k > 2, X}, satisface
las condiciones Sy Vcon N >3y 0 <m < N fijos.

Observacién 2. El Tridngulo de Sierpinski satisface la definicién de empaque gen-
eralizado si P es una region triangular, con N = 3, m = 1. Para la familia R, nos
interesa analizar los empaques generalizados con N =4y m = 2.

Teorema 1. Para todo pardmetro A € P, el conjunto de Julia de R) es homeomorfo
a empaque generalizado de Sierpinski.

Este teorema se basa en el siguiente lema, para el cual damos una demostracion
alterna a la que se encuentra en [1].
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14 Moénica Moreno Rocha

Lema 1. Si A € P, entonces 0B\ N IT, = {cop, 1, c2, 3}

Prueba. Por definicién del conjunto P, los puntos criticos libres de R) estan sobre
la frontera de B,. Si ¢ representa uno de estos puntos criticos y D un disco abierto
suficientemente pequeno alrededor de ¢ (de tal forma que no contenga otro punto
critico), entonces Ry envia D sobre su imagen 2-a-1. Ya que cada punto w € By N
R, (D) tienen una preimagen z € By N D, si Hy es la involucién que fija ¢, podemos
elegir w de tal forma que H)(z) € D N7,. Tomando una sucesién de puntos w €
By N Ry\(D) que converjan a R)(c), obtenemos una sucesién en By y otra en 7, que
convergen a c. Por lo tanto ¢ € 9B)NJ7,. Por la 4-simetria, concluimos el resultado.
]

Prueba. (Demostracién del Teorema 1) Explicamos las ideas principales en la de-
mostracién, mayores detalles pueden consultarse en [1].

Ya que z = oo es un punto fijo superatractor, el Teorema de Bottcher nos permite
encontrar curvas <y; que unen el punto al infinito con el punto critico ¢;. Denotemos
por 7; la imagen de ; bajo la involucién apropiada, de tal forma que 7; une el origen
con ¢;. Por el Lemma, 1, estas curvas pueden elegirse de tal forma que sélo intersecten
J» en los puntos criticos.

El conjunto Uj (v; Un;) separan el plano complejo en cuatro sectores Sy, ...,S3
rotacionalmente simétricos. La indexacién de los sectores se realiza de tal forma que
Sy contiene el dnico punto fijo repulsor py € 9B). La unicidad de p) se debe a la
conjugacién de Ry con z — 22, la cual puede extenderse a la frontera de la cuenca
inmediata por ser R) postcriticamente finita, [2].

Por construccién, el interior de cada sector S; es enviado inyectivamente a todo
el plano complejo menos las curvas Ry(y;—1) U Ry(7;) que conectan vy € 98, con el
punto al infinito. Esto implica que cada S; contiene una de las cuatro componentes
de R;l(f) en su interior. En particular, las componentes de 9By U 07, en cada S
son enviadas inyectivamente a toda 0B). Esto implica que la componente U C §;
que satisface R)(U) = T, tiene dos vértices en 97, N S; y dos vértices en 9B, N S;.
Esto implica que J, satisface la condicién V con m = 2. La condicion S es obvia.

Finalmente, tomando Ko = C — By, K1 = Ko — T, y Kny1 = K, — R;"(T), se
obtiene

I = m K717

n>0

es un conjunto compacto y conexo que satisface ambas condiciones de un empaque
generalizado. m

4. Rigidez
El resultado principal del articulo [1] puede enunciarse de la siguiente forma.

Teorema 2. Para cualesquier par de pardmetros A, u € P, R\ y R, son topoldgicamente
conjugados en sus respectivos conjuntos de Julia si y sélosi u= Ao p= .

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 9(2)Enero 2011 p 9-16



Conjuntos de Julia y empaques de Sierpiniski 15

La demostracién de este resultado se basa en las siguientes ideas: primero, el
conjunto de los puntos criticos libres Cy = {co,...,c3} forman un conjunto de 4-
disconexion, esto es, J\ — C\ consiste de cuatro componentes conexas. Més aun, c es
el inico subconjunto de 7, con dicha propiedad.

Por otro lado, supongamos que existe un homeomorfismo % : Jy — J, que preserva
orientacién y conjuga la dindmica de Ry y R, sobre sus conjuntos de Julia. Por su
unicidad, h(py) = p,. Claramente, h debe preservar los conjuntos de puntos criticos
libres C y C,,, y como preserva orientacién, se sigue Cy > ¢; — ¢; € C),.

Figura 6. Representacién esquemaética de JE a la izquierda y J, para cierto yu € P.

Como R) y R, son postcriticamente finitas, 0B, y todas sus preimagenes son curvas
simples cerradas. De aqui que podamos construir un modelo topolégico asociado al
esqueleto de cada conjunto de Julia. El esqueleto de J) se define como

Ir=J R,"(0B)),

£>0

mientras que el esqueleto de orden n estd dado por el conjunto

Ver Figura 6, donde p ~ —0.246 + 70.15913.

La demostracién del teorema se basa en restringir el homeomorfismo a los esquele-
tos de orden k = 0,1,2,.... Si u# X (0 4t # X en el caso de un homeomorfismo que
invierte orientacién) entonces existird un orden k. para el cual h no puede extenderse
a todos los esqueletos de érdenes j > k..

5. Ejemplos

Para trabajar con el modelo combinatorio asociado a los esqueletos, es necesario
definir los itinerarios de las 6rbitas criticas de R).
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Definicion 2. Un punto z € Jy — C) tiene itinerario sos152... con s; = k si y sélo
si
R} (z) € Sk, paracada k € {0,1,2,3}.

Por simetrias, hemos visto que existe esencialmente una tnica érbita critica después
de dos iteraciones. Elegimos pues definir el itinerario critico de A como el itinerario
: 200 —
asociado a R5(cj) =4X+1/4.

Veamos un ejemplo particular en donde los itinerarios y los esqueletos asociados a
ciertos valores de A y u difieren en un nivel k, = 4.

Supongamos A,y € P tales que

* El itinerario de 4\ + 1/4 es 1113120. En este caso, A ~ —0.12713 + i0.2138.

* El itinerario de 4u + 1/4 es 112320. El parametro p es el asociado a la Figura 6.

Esta combinatoria determina la estructura de los esqueletos Jy y J,,. Efectivamente,
los itinerarios criticos determinan la configuracién de los vértices de cada esqueleto
como lo muestran las Figuras 6 y 7. Observe que hasta el 6rden 2, los esqueletos
son los mismos, pero la configuracion de los vértices de componentes en RIB(E) son
distintas a las configuraciones en J,.

Figura 7. Representacién esquemética de J3 a la izquierda y J, para cierto A € P.

Debido a que h : J?\ — Jﬁ no puede extenderse a 6rdenes mayores, no puede existir
un homeomorfismo que conjuge las dindmicas de las aplicaciones cuando se restringen
a los conjuntos de Julia.
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Sea K un campo finito y sea X un subconjunto de un espacio proyectivo P*~!, sobre el
campo K, el cual es parametrizado por monomios. Se define la clase de cddigos lineales
parametrizados asociados a X y se presentan métodos algebraicos para calcular sus
pardmetros bésicos (dimensién, longitud, y distancia minima). Usaremos herramien-
tas de dlgebra conmutativa, campos finitos, y grupos, para estudiar la estructura del
ideal I(X) C S := K]|t1,...,ts] generado por los polinomios homogéneos de S que se
anulan en X. Estudiaremos la relacion entre los pardmetros béasicos de un cédigos y
los invariantes algebraicos del anillo S/I(X).

Let K be a finite field with and let X be a subset of a projective space P*~!, over the
field K, which is parameterized by monomials. We introduce the class of parameterized
linear codes arising from X and present algebraic methods to compute and study
its basic parameters (dimension, length and minimum distance). We use tools from
commutative algebra, finite fields, and groups, in order to study the structure of the
ideal I(X) C S := K][t1,...,ts| generated by the homogeneous polynomials of S that
vanish on X. We study the relation between the basic parameters of a code and the
algebraic invariants of the ring S/I1(X).
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1. Introduccién

Sea K = F, un campo finito con ¢ elementos. El espacio proyectivo de dimensién
s — 1 sobre K es el espacio cociente

Pli= (K0 {0})/ ~
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18 R.H. Villarreal y C. Renteria

donde dos puntos «, S en K*®\ {0} son equivalentes si & = A para algin A € K.

Denotamos la clase de equivalencia de o = (o, ..., a5) por [a] = [(aq,...,q)].
Sea z¥ := (" ---xln i =1,...,s, un conjunto finito de monomios en el anillo de
polinomios R = K|[x1,...,x,] con coeficientes en K, donde v; = (v;1,...,v) € N”

para 1 <14 < s. El conjunto

X = {[(z",...,2")]|2; € K* = K\ {0} Vi} C P71,

es llamado un conjunto parametrizado por x**, ..., z%.

Un ejemplo de un conjunto parametrizado es el Toro Proyectivo definido de la
siguiente forma:

T i {[(@1,- .. a)]| i € K* para todo i} P,

Sea S = K|[ti,...,ts] un anillo de polinomios con la graduacién estdndar
o0
s-@s;
d=0

inducida por grado(t;) = 1 para todo i. El ideal anulador de X es el ideal I(X) C S
generado por los polinomios homogéneos que se anulan en X. A S/I(X) se le llama
el anillo homogéneo de coordenadas del conjunto X.

Definicion 1. La funcidn de Hilbert de S/I(X) se define como:
Hx:NU{0} - N

HX(d) = dimK Sd/I(X)d

Teorema 1 ([6]) El anillo coordenado y la funcién de Hilbert cumplen las siguiente
propiedades.

» El anillo coordenado S/I(X) es Cohen-Macaulay y dim S/I(X) = 1.
" Hx(d) = |X| para d > |X| — 1, luego el polinomio de Hilbert es constante.

" | X]| es igual al grado de S/I(X).

2. Cédigos lineales que provienen de X
Definicion 2. Un cddigo lineal es un subespacio lineal de K™

Sea X = {[P1],...,[Pu]} v sea fo(t1...,ts) = t4, donde d > 1. La funcién lineal
de K-espacios vectoriales:

eva: Klt1, ... t)a — KX, fH<ﬂH> ﬂa»)

fo(P1)" 77 fo(P)
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Cédigos Parametrizados por monomios 19

es llamada una funcion de evaluacion. Es facil ver que la imagen de ev,, denotada por
Cx(d), es un cddigo lineal. En este caso Cx(d) es llamado un cddigo parametrizado
de orden d.

Los pardametros bdsicos de un codigo lineal son:

1. dimg Cx(d), la dimensidn de Cx(d)
2. |X|, la longitud de Cx(d)

3. dq = min{|jv]|: 0 # v € Cx(d)}, la distancia minima de Cx(d), donde ||v| es el
numero de entradas no-cero de v.

Note que el ntcleo de ev, es precisamente (X );. Luego existe un isomorfismo de
K-espacios vectoriales tal que

Sd/I(X)d ~ Cx(d)

Asf podemos concluir que dimg Cx(d) es igual a Hx(d) = dim(Sq/I1(X)q) ¥y que
la longitud de Cx(d) es igual a grado(S/I(X)) = |X]|.

Teorema 2. (Cota de Singleton) Los pardmetros bésicos de C'x(d) estdn relaciona-
dos por:
1< 6, <|X| - Hy(d) + 1.

Definicién 3. Si la igualdad se cumple en la cota de Singleton el cédigo lineal se
llama MDS (Méxima Distancia Separable).

Por sus implicaciones en la transmisién de informacién, un buen cédigo parametrizado
Cx(d) debe de tener | X|, Hx(d)/|X|y 04/ X| lo més grande posible. En este sentido
la familia de cédigos MDS es una buena familia de cédigos lineales.

Observacién 3 (Geramita, Kreuzer, Robbiano, TAMS, 1993) Existe un entero r > 0 tal que
1=Hx(0) < Hx(1)<---< Hx(r—1) < Hx(d) = | X| para d > r.

Definicion 4. El indice de regularidad de S/I(X), denotado por reg(S/I(X)), es el
menor entero r > 0 tal que Hx(d) = | X| para d > r.

El grado y el indice de regularidad de S/I(X) se pueden calcular por medio de la
serie de Hilbert como se explica enseguida.

Teorema 4 (Stanley, Hilbert functions of graded algebras, Adv. Math., 1978) El anillo S/I(X) es
una algebra estandar Cohen-Macaulay de dimensién 1. Por lo tanto la serie de Hilbert
de S/I(X) puede escribirse como

_ ho A+ hat+ e+ byt
o 1—t ’

Fx(t) = > Hx(i)t
=0

donde hy, ..., h, son enteros positivos.
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" r =reg(S/I(X)).
gradoS/I(X) = ho + -+ + h, = | X]|.

* El ndmero reg(S/I1(X)) — 1 se llama el a-invariante.

» El vector (ho, h1,...,h,) se llama el h-vector.

hi = dimg (S/(I(X),ts)): para todo i.
En especial nos interesa estudiar el caso cuando X proviene de una gréfica:

Ejemplo 5. Sean K =F3y X = {[(x122, 2223, z123)]| x; € K* } el conjunto parametrizado
por las aristas de la grafica:

T3

1 X2

(1) 1(X) = (1 — 13,15 — 13).
(ii) La serie de Hilbert es Fy(t) = lzrleg)ﬁ.

(iii) reg(S/I(X)) =2y grado(S/I(X)) = 4.

(iv) La funcién de Hilbert queda dada por

1|2]d>2
3[4] 4

d |0
Hx(d) | 1

Observacion 6 ([14]) Los siguientes resultados nos muestran el comportamiento de la
distancia minima.
" Sidg > 1 (resp. g = 1)), entonces dq > day1 (resp. i1 = 1)

= §g =1 para d > reg(S/1(X))
Ejemplo 7. (Pardmetros bésicos de Cx(d) cuando K = Fy)

X ={(1,....)}cP Ty |X|=1,

L] ](X) :(tl —ts,t2 —Tsy .., ts—1 —t,s),

* Fx(t) =1/(1—1), a(S/I1(X)) = 1y reg(5/1(X)) = 0,
" Hx(d) =1y dq =1 para todo d > 1,

* La dimensién, longitud, y distancia minima de Cx(d) son todas iguales a 1 para todo
d>1.
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Ejemplo 8. Sea K = F3y X = {[(w2x4, T122, T123, X223, x325)] | 2; € K*} el con-

junto parametrizado por las aristas de la gréfica:

Is I3 T4
L1 L2

X ={(1,1,1,1,1), (1,1,1,1,-1), (1,-1,-1,-1,-1),
(17_17_17_1>1)7 (171>_17_17_1)7 (1 7_17_1 1)
(1771515151)7 (17 1, 1717 1)7 (17 1717 1)7
(1717_17171)7 (17 1717_171)7 (1 1717 7 1)7
(171717_171)7 (171>1>_17_1)> (1 _17_1717_1)
(17715717171)}'
d | Distancia Minima | Polinomio con el que se alcanza
1 8 t1 + t2

3. Elcaso X =T C p*?

Sea X =T = {[(x1,...,75)]|z; € K* para todo i} C P*~!. En este caso Cx(d) se
llama un cédigo Reed-Solomon generalizado. Una pregunta natural es ;Cuales son

los pardmetros de Cx(d)? La respuesta se da con los siguientes teoremas.

Teorema 9. Si X =T, entonces la longitud de Cx(d) es | X| = (¢ — 1)**

Proposicién 10 (Gonzalez, Renteria, Hernandez de la Torre, Congr. Numer., 2003) Si X = T, en-

tonces
I(T) = ({7 =t 1sy)

Corolario 11. Si X =T, entonces la serie de Hilbert de S/I(X) es
(1 7tq71)571 (1+t+“'+tq72)571
Fx(t) = =
x(t) (1—t)s 1—t

por lo tanto la dimension de Cx(d) esta dada por

R WA D DI G T (e )

i=1

y el indice de regularidad es reg(S/I(X)) = (s — 1)(¢ — 2).
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Observacion 12. Por la cota de Singleton obtenemos:
1<68q <|X|—Hx(d)+1=1parad >reg(S/I(X))

por lo tanto d; = 1 para d > (S - 1)(q - 2)-

Teorema 13 (Sarmiento, Vaz Pinto, Villarreal, 2010) Si X = Ty 1 < d = k(¢ — 2) + ¢ con
1</¢<q—2y k>0, entonces la distancia minima es:

Cflg=1)0H(g—1—0) si d<(qg—2)(s—1)—1,
%_{q 1q sidZ(é—%@—l)

Para probar el teorema anterior necesitamos el siguiente lema que acota las raices
de ciertos polinomios en S.

Lema 14. Sea G € S un polinomio de grado d > 1 tal que grado, (G) < g — 2 para
t1=1,...,5y sea
Zg ={z € (K7)"|G(z) = 0}.

Sid=k(g—2)+fconl1<l¢<qg—2 0<k<s—1, entonces
Zal < (g = 1" (g =) = (g - 1) +0).

Antes del teorema anterior existieron algunas aproximaciones como las siguientes.
Corolario 15 (Stichtenoth, Algebraic Functions Fields and Codes, Springer, 1993, p. 42) SiX=TCc
P!, ie., s = 2, entonces

5 — g—1—d si 1<d<gq-3,
= 1 siod>q—2.
Corolario 16. Si X =T C P!, i.e., s = 2, entonces

Cfd+1 si 1<d<q-2,
HX(d)_{ql si d>q-—1.

yog=|X|-Hx(d)+1=(¢—-1)—(d+1)+1sil1<d<qg—2, ie, Cx(d) esun
cédigo MDS.

Corolario 17 (Gonzalez, Renteria, Hernandez de la Torre, Congr. Numer., 2003) Si X =T C PQ,
i.e., s = 3, entonces

(g—1D(g—1-d) si 1<d<(¢—2),
0q = 2¢q—d—3 si g—1<d<2(¢-2)-1,
1 sid>2(q—2).

4. La estructura de I(X)

Abordemos el problema de cémo calcular el ideal I(X) en casos mds generales.
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Observacién 18. El ideal I(X) se puede expresar como:

[aleXx
donde I[a} = (a1ta — agt1, aits — agty, ..., a1ts — agty) es el ideal generado por los
polinomios homogéneos de S que se anulan en [ = [(aq,. .., a5)].

Definicion 5. Un ideal generado por polinomios de la forma t* — t*, con a,b € N*,
es llamado un ideal binomial de S.

El siguiente teorema de estructura permite calcular la dimensién y longitud de

Cx(d).

Teorema 19 (Renteria, Simis, Villarreal, 2009)
(a) I(X)=({t; —a"iz}, U{z!" —1},)NS.
(

(c

(d) I(X) = ({t" —t’|a,b € N* con a — b € L}) para algtin subgrupo aditivo £ de Z°. Esto
significa que I(X) es un ideal reticular.

) I(X

b) I(X) es un ideal binomial.
) ti ¢ Zs(S/I(X)) para todo i.
)

La siguiente definicion de saturacién de un ideal por un polinomio serd fundamental
para determinar I(X).

Definicion 6. Sea I C S un ideal y h € S un polinomio, la saturacion de I con
respecto a h es el ideal
(I:h>):={f eS| fh™ €I para algin m > 1}.

Definicién 7. Sea v := (v;,1) y sea B := {v],...,v.}. El ideal térico de B es el
ideal primo de S = K|t1,...,ts] dado por:

IB = (ta — tb| a = (ai),b = (bl) S NS, Zi CLZ"UZ( = Zz bﬂ];) .
Ademds diremos que B es homogéneo si existe v € Q" tal que (v}, v) = 1 para todo i.
Si B es homogéneo, entonces Iz es un ideal homogéneo.

Teorema 20 (Renteria, Simis, Villarreal, 2009) Sea B = {(v1,1),..., (vs,1)}. Entonces

() (s + ({7 — 67 Y0)): (1) € I(X)
(b) Igualdad ocurre en (a) siy sélosi ¢ — 1 ¢ Z(Z"/ZB).

(c) Tgualdad ocurre en (a) si y sélo si Z"**/ZB es libre de torsién, o bién ¢ Z 1 mod p;
para todo i, donde pi,...,pn son los nimeros primos que ocurren en los divisores
elementales de Z"1!/ZB.
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Ejemplo 21. Sea X el conjunto parametrizado por los monomios ", ..., z", donde
los v;’s son:

V1 = (1717()’0’070)7’02 = (Oa 1) 1707()’0)51]3 = (17()’ 1a07070)a
vq = (0,0,0,1,1,0),v5 = (0,0,0,0,1,1),v6 = (0,0,0,1,0,1).

» Z7)ZB ~ 7 x Zs.
" Si|K|=¢=2", entonces ¢ Z1 mod 2y Ig =0. Asi
({7 = 67 )s (e 2)) = 1(X)
El lado izquierdo es igual a ({t/~' —17'15.,)
" Si|K|=¢q=3,entonces g =1 mod 2y Ig =0. Asi
({7 =170 (1 1)) £ T(X)

Gracias al teorema anterior también se puede calcular el ideal asociado al toro
proyectivo.

Corolario 22. Si X =T C P*~!, entonces I(T) = ({t7 ' — 17" }5_,).

Demostracion 1. T = {[(z1,...,%,)]|x; € K* para todo i}. Observe que x; = z,
donde v; = (0,...,0,1,0,...,0) es el i-ésimo vector candnico. Entonces
7t )ZB ~ 7,

donde B = {(v;, 1)};_,. Asi Z*T1JZZB es libre de torsién. Por lo tanto

-1 q—14s q—1 —1ys 0o
({7 =t N = ({8 =t Hoo): (- 1)) = I(T)
También podemos calcular el ideal asociado a graficas conexas.

Corolario 23. Sea G una grafica conexa con vertices z1,...,T, y sea "%, ..., x% el
conjunto de todos los monomios z;x; tal que {z;,z;} es una arista de G. Entonces
se cumple la igualdad:

s+ ({t1 " =t ") (- t)™ = 1(X)

donde B := {v,...,vl} y v := (v;,1).
Observacién 24. Si A = {vy,...,vs} es homogéneo, entonces I 4 = Ip.
5. El grado de S/I(X)

Existen métodos, basados en programacién entera, para calcular el grado de S/I(X).
A continuacién presentaremos una forma diferente de abordar dicho problema.
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Observacién 25. Note que X es un grupo multiplicativo. Sea T* = (K*)" un toro
afin de dimensién n. Podemos definir un epimorfismo de grupos multiplicativos

0: T — X5 (wn,.,m) o (@ 2]

Por lo tanto
= T fker() ~ X = |T*| = (¢ — 1)" = |X|[kex(6)].
Luego calcular | X| equivale a calcular |ker(6)|.

Como vimos anteriormente el nicleo de 6 es de suma utilidad, por lo que en el
siguiente lema se describen sus elementos para luego calcularlos.

Lema 26. Sea A unamatrizcon vectores columnavy,...,vs. Sea (x;) = (8,...,3 ”) €
T* con 8 un generador de K* y 0 < ¢; < ¢ — 2 para todo i. Entonces (z;) € ker(@)

y sélo si existen enteros tinicos A\; > 0,...,A; > 0, u tal que LA = (g — DA+ pl; 0 <
psq—2;

C=0); =(N); 1=(1,...,1)
Proposicion 27. La funcién 3' — (¢, A, 1) da una biyeccién entre ker(6) y los puntos
enteros del politopo

P={A\p[lA=(q— DA+ pl;0 <6 <q—2Vi50 < p<q—2}
Asi el nimero de vectores enteros de P es igual |ker(6)|.

Ejemplo 28. Se calcula ker(f) y el grado de S/I(X), cuando X es el conjunto
parametrizado por los monomios x",...,z", donde los v;’s son:

v = (1,1,0,0), 09 = (0,1,1,0),v3 = (0,0,1,1),v4 = (1,0,0,1)
Si |K| = 5, el politopo P tiene 16 vectores enteros y ker(#) es igual a
(8°,8° 8% 8°), (8% B, 8% BY), (8% B2, 8% B%), (8%, 8%, B°, B°),
(8, 6°,8%, 6%, (6", 8", 6", 8 )7(ﬁ17527ﬁ1,52)7(51 53 8, 6°),
( ) ( BY), (82, 8%, 6%, 8°), (5 )
( ), ( )7(53752,53,52)7(53 53 53 B%).

) )

53 50 53 3° 53 51 53
Entonces: 4* = (¢ — 1)" = | X||ker(6)| = | X|16, por lo tanto | X| = 16.

Definicién 8. Un conjunto B C Z"*! se llama una base de Hilbert si NB = R, BN
Y/

Lema 29. Sea B’ = {uy,...,u,} C Z""! un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes. Entonces B’ es una base de Hilbert si y sélo si Z"t!/ZB' es libre de
torsion.
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Teorema 30 (Renteria, Simis, Villarreal, 2009) Sea B = {(v1,1),..., (vs,1)} y sear = rank(ZB).
Si B es una base de Hilbert, entonces (¢ — 1)"~! divide a | X|.

Nuevamente tomamos el caso cuando X proviene de gréficas.

Corolario 31. Sea G una grafica conexa con vertices z1,...,T, y sea ", ..., x% el
conjunto de monomios z;z; tal que {x;, z;} es una arista. Entonces
1. |X|= (¢ —1)""" si G es no-bipartita

2. |X| = (¢ —1)""% si G es bipartita.

El corolario anterior nos hace preguntarnos si existe una férmula que calcule el
grado de S/I(X) para gréificas no conexas y aunque no se ha encontrado dicha férmula
se puede asegurar que la hipotesis de conexidad es esencial para las formulas anteriores
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 32. Sea K = F; y sea X el conjunto parametrizado por los monomios
T1T2, TaX3, T1X3, T4T5, T5Te, TaTe. Aqui n = s = 6. Usando Macaulay2 obtenemos
' |X| = grado(S/I(X)) = 3888
" | X|=3888# (¢ —1)""t =6° = 7776

" reg S/I(X) = 16

6. La estructura geométrica de X

Proposicién 33. Si A = {vy,...,vs} es homogéneo y Z""1 /Z{(v;,1)}:_; es libre de
torsién, entonces
X =V(La+{t =t ),

y (Nullstellensatz Finito)

(La+ {71 =t Hm): ()™ = IV L+ {171 =t })):

7. El caso de monomios libres de cuadrado

Teorema 34 (Sarmiento, Vaz Pinto, Villarreal, 2010) Sea I un ideal monomial libre de cuadra-
dos de R = K[z1,...,2,] y sea z*,...,x% el conjunto minimo de generadores de I.
Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. I(X) es una interseccién completa.

2 I(X) = (07—t T — Y.

3. X=TcP.
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Observaciéon 35. Un problema interesante en considerar un conjunto z'*, ..., z% de
monomios arbitrarios con I(X) una interseccién completa, y preguntarse si I(X) es
generado por binomios de la forma ¥ — t?.

Para terminar se definird la complejidad de grado de I(X) y se expondrd un teo-
rema al respecto.

Definicion 9. Sea > el orden graduado lexicogrifico inverso en los monomios de S
y sea G la base de Grobner reducida de I(X). La complejidad de grado de 1(X) con
respecto a > es el maximo de los grados de los binomios de G.

Teorema 36 (Sarmiento, Vaz Pinto, Villarreal, 2010) Sea I un ideal monomial libre de cuadrado
de K[z1,...,2z,) y sea ', ..., z"% el conjunto minimo de generadores de I. Entonces
w7 il cGparai=1...,5—1,

* deg, (g) <g—lparageGyl<i<s.
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Distribucién de confianza del parametro de
forma de la distribuciéon gamma, cuando el
de escala es de ruido *

Edilberto N&jera Rangel |
Universidad Judrez Auténoma de Tabasco, DACB

En este trabajo se presenta un método para obtener una estimacién de la distribuciéon
de confianza del pardmetro de forma de la distribucién gamma, cuando el de escala
es de ruido. Se compara con la estimacién correspondiente de la distribucién poste-
rior bayesiana que se obtiene cuando se usa la distribucién previa no informativa de
Jeffreys.

In this paper a method is presented for obtaining an estimate of the confidence distri-
bution for the shape parameter of the gamma distribution, when the scale parameter
is a nuisance parameter. A comparison is made with the corresponding estimate of
the Bayesian posterior distribution that is obtained by using Jeffreys’ non-informative
prior.

Palabras clave: Distribucion de confianza, Pivotal, Razén de verosimilitudes mondtona,
Funcion de verosimilitud, Verosimilitud Perfil, Distribucidn previa no informativa
de Jeffreys, Aprorimacion normal asintdtica, Algoritmo de Metropolis-Hastings, Dis-
tribucion posterior.

Keywords: Confidence distribution, Pivot, Monotone likelihood ratio, Likelihood func-
tion, Profile likelihood, Jeffreys’ non-informative prior distribution, Asymptotic nor-
mal aproximation, Metropolis-Hastings algorithm, Posterior distribution.

1. Introduccién

El contexto es un modelo paramétrico de una poblacién descrita por una variable
aleatoria X con distribucién de probabilidad P(x;%,w), donde 1 es un pardmetro
real de interés primario que pertenece a un intervalo finito o infinito, y w es un vector
formado por los demds pardmetros reales referidos como de ruido.

Definicion 1. Sean X = (Xi,..., X,,) una muestra aleatoria de la distribucién con-
tinua P(z;9¢,w) y x una observacién de X. Una funcién de distribucién continua
C(¢;z) de 1, es una distribucién de confianza de 1 si

P(CW;X)<a;(¢,w))=a, con 0<a<l,

para cualquier par (1, w).

*Recibido el 31 de Agosto de 2010 y aceptado el 12 de Octubre de 2010
fDireccién postal: Carr. Cunduacén-Jalpa Km 1, Cunduacan Tabasco, México. A.P. 24 C.P.
86690. Tel.(+52)914 336-0928. Correo electrdnico: edilberto.najera@ujat.mx
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Observacion 1. La definicién 1 se centra en el hecho de que la variable aleatoria
C(¢; X) tiene distribucién uniforme cuando los pardmetros verdaderos son (¢, w).

Observacion 2. Si C(t;z) es una funcién de distribucién de 1, entonces a C(¢; x)
también se le llama Distribucién de Significancia o Distribucién Fiducial.

Si0<a<l,sea

C™Hasz) = inf {¢: C(Yz) > o} .

Para intervalos de confianza unilaterales (—oco,,), donde 1, = C~1(a; X), la
probabilidad de cobertura (o cobertura frecuentista) es a porque

P (¢ <o) = Ppo(C(¥; X) < C(¢pa; X)) = Ppo(C(¥; X) < @) = .

De igual modo, para intervalos de confianza bilaterales (t,,13) la probabilidad de
cobertura es 3 — «, porque

=Ppo(a <O X) <p)=0-«

2. Algunos métodos para obtener distribuciones de confianza
En esta seccion vemos dos métodos para obtener distribuciones de confianza.

2.1 El método de la pivotal

Definicién 2. Una variable aleatoria Q(X;6) es una pivotal (o cantidad pivotal)
si su distribucién no depende de ningin parametro. Es decir, si X tiene distribucion
F(z;0), entonces Q(X;0) tiene la misma distribucién para todos los valores de 6.

Sea piv(X; 1) una pivotal con funcién de distribucién F. Si piv(X; 1)) es creciente
y continua como funcién de 1, entonces F(piv(X; 1)) también es creciente y continua
como funcién de ¥ y

C(¢; X) = F(piv(X;¢)) ~ U(0,1).
Por lo tanto C(4; ) es una distribucién de confianza de .
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Si piv(X; ) es decreciente y continua como funcién de 1, entonces 1—F (piv(X; 1))
es creciente y continua como funcién de ¢ y

C(¢; X) =1 - F(piv(X;9)) ~ U(0,1).

De aqui, C(¢; z) es una distribucién de confianza de .

Ejemplo 1. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion N (u,0?),
donde los pardmetros p y o? son desconocidos, 1 es el pardmetro de interés y 02 es
de ruido. Si X =137 X,y §2 | = L3 (X; — X)?, entonces la pivotal

V(X —p)

)
n—1

la cual es decreciente como funcién de p, tiene una distribucion ¢ de Student con n-1
grados de libertad. Si Fj,_; denota a la funcién de distribucién ¢ de Student con n-1
grados de libertad, se sigue que

Sp—1

Cluiz) =1—Fppy (\/ﬁ(x—ﬂ))

es una distribucién de confianza para pu.

Ejemplo 2. Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién N (u,o?),
donde los pardmetros p y o2 son desconocidos,  es de ruido y o2 es de interés. Si
X y S2 | son como en el ejemplo 1, entonces la pivotal

(n—1) 53—1

)
02

la cual es decreciente como funcién de o2, tiene una distribucién ji-cuadrada con n-1
grados de libertad. Si Fy2,_; denota a la funcién de distribucién ji-cuadrada con n-1
grados de libertad, se tiene entonces que

C(o*z)=1-F

(n—1) 572171
-l \ T o

es una distribucién de confianza para 2.

2.2 El método de la razén de verosimilitudes monétona

Definicién 3. Una familia de funciones de densidad de probabilidad o de funciones
de probabilidad {g(¢;0) : 6 € © C R} de una variable aleatoria T', tiene razén de
verosimilitudes mondétona si, siempre que 61 < 0,

g(t; 02)
g(t;01)

es mondtona como funcién de t en
{t:g(t;01) >0 6 g(t;02) > 0},
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donde por definicion

j==) o)

sic> 0.

Proposicion 1. Sea T variable aleatoria cuya familia de densidades de probabilidad
o de funciones de masa de probabilidad es {g(¢;0) : § € © C R}, tal que para 6; < 0

g(t; 02)
g(t;01)

es creciente como funcién de ¢. Entonces

Pez(T < t) < Py, (T < t).

Prueba. Sean t; < t < ty. De aqui

g(t1;02)
g(t1;61)

g(t2;02)
g(t2;01)

< = g(t1;02)g(ta; 01) < g(t1;01)g(t2;02).

Integrando primero sobre t; de -co a t y después sobre to de t a co se tiene

de donde,
Py, (T <t) <Py, (T <t).

Corolario 1. Si para 61 < 65

es decreciente como funcién de ¢, entonces

Py, (T <t) <Py (T <t).
Corolario 2. Sean T variable aleatoia continua como en la proposicién 1, Py(T < t)
continua como funcién de 6, y © = (Oiyr, Osup). Si Po(T <t) — 1 cuando 6 — Oiy¢ y

Py(T < t) — 0 cuando 6 — Os,p, entonces C(0;t) 1 — Pp(T < t) es una distribucién
de confianza de 6.

Definicién 4. La familia {g(¢;0) : 0 € © C R}, de funciones de densidad de proba-
bilidad o de funciones de masa de probabilidad, se llama una familia exponencial
si g(t;0) se puede expresar en la forma

k
9(t;0) = h(t)c(9) exp (Z w; (¢) ¢i (t)> ;
i=1

donde h(t) > 0y qi, ..., ¢ son funciones de valor real que no dependen de 0, y
¢(0) >0y wi, ..., wy, son funciones de valor real que no dependen de ¢.
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Lema 1. Sea
k
g(t;0) = h(t)c(0) exp (Z w; (0) g; (ﬂ) , 0 €O CR,
i=1

una familia exponencial. Si todas las funciones w; son mondtonas crecientes o todas
son mondtonas decrecientes, y si todas las funciones ¢; son mondtonas crecientes
o todas son mondtonas decrecientes, entonces g(t; ) tiene razén de verosimilitudes
monotona.

Prueba. Sean 6, < 6. Entonces

. Cc(U2 -
SMﬂﬂzgz%w<zxwwa—wwm%@0

g(t;:01) ¢ P

es monotona como funcion de t. [ ]

Ejemplo 3. Sea Xji,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién gamma con
pardametro de forma a > 0 desconocido, y parametro de escala 3 > 0 conocido. Sea
S =>"", X;. Entonces S tiene una distribucién gamma con pardmetro de forma no
y parametro de escala 3. Si f es su funcién de densidad,

1

. — na—1_,—3
la cual se puede escribir en la forma
1
. _ —3 o(na—1)logs
f(87 O[) T (na) ﬂna € )

es decir, {f(s;a) : @ > 0} es una familia exponencial. Puesto que na — 1 es creciente
como funcién de «a, y log s es creciente como funcién de s, por el Lema 1 f(s;«) tiene
razén de verosimilitudes monétona. Si F(s; ) es su funcién de distribucién, entonces
F(s;a) — 1 cuando o« — 0, y F(s;a) — 0 cuando o — oo. Por lo tanto

Cla;s) =1—F(s;a)

es una distribucién de confianza de «. Si 3 = 1, la funcién de densidad de confianza
de «, una vez que se observo s, es

c(as5) = ~(d/de)F(si) = [ (0 (ne) = nlog ) (1,

donde ¥ () es la funcién digama, () = (%) (logT'(«)).

3. Un Método para obtener una distribucién de confianza del parametro de forma de
la distribucién gamma, cuando el de escala es de ruido

Supongamos que ahora nos interesa hacer inferencia sobre el parametro de forma de

la distribucién gamma,
1 o
flz;0,8) = 790”‘1(3, x>0,aa>0,8>0.
)= T
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Siz = (x1, 2, ..., ,) son las observaciones de la muestra aleatoria X = (X1, X, ..., X},),
la funcién de verosimilitud de a y 3 es

a—1
1 n 1 n
L(Oé’@@ = W 11;[1% exXp —B ;ﬂh ;

la verosimilitud perfil de « es

a—1 . 1 no n
ol n - Qe —na (H’:l xt) n
Ly(a;z) = ———7a T e " = 7 o Ti,
v Ty @ (L (@) z [[=
de donde tenemos que
1
(1)
7 — N\i=l
X

es un estadistico suficiente de «, dado que § es de ruido. Si ¢y es un valor de T, la

distribucién de confianza de «, H(«;tg), se estima como sigue:

1. Se generan m observaciones, (T11,...,1n); -+, (Tm1,---s Tmn), de una muestra aleatoria
de tamartio n de la distribucién Gamma (o, 8 = 1).

2. Para j=1,...,m, sea

1
n n
<H w;)
i=1

1 n .
n D i Tji

tj =
Sea k = nam{t; > to}. Entonces

k
H(ajto) = —.
(a7 0) n
Algoritmo para obtener una estimacion de la distribucién de confianza de a.

1. Dadas las observaciones z = (x1, Z2, ..., Z») de la muestra aleatoria X = (X1, Xo, ..., X»,),

sea
1
n n
i=1

to = —
T
2. Generar una particién dinsr = a0 < @1 < ... < Q& = Qsup, de [Qinf,Qsup], donde Aint
es el alfa tal que el drea bajo la funcién de densidad de confianza a la izquierda de
aint €s un valor predeterminado, por ejemplo .01, y asup €s el alfa tal que el drea bajo
la funcién de densidad de confianza a la derecha de agup es un valor predeterminado,
por ejemplo .01.
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3. Obtener estimaciones de H(wi;to), 1 =0, ...,7.

4. Obtener una estimacién de la funcién de densidad de confianza h(c;to).

Ejemplo 4. Se generaron xi,...,x39, observaciones de una muestra aleatoria de
tamano 30, Xi,..., X309, de una distribucién Gamma(a = 3,8 = 5). En la figura 1
aparece la gréafica de la densidad de confianza estimada de «, dado que ( es de ruido.

05F- o i
/ \
04l / \ ]
/ \
\
// \ |
/ \
A
02} /’ \ R
/ \\\
ot iN ]
0 il ! I I I = ——
1 2 3 4 5 6 7

Figura 1. Densidad de confianza estimada de «, dado que (3 es de ruido.

Ahora, desde el punto de vista bayesiano, queremos encontrar la funcién de den-
sidad posterior de « y 8 dados x1, ..., x39. La densidad previa que se usara es la no
informativa de Jeffreys, la cual estd dada por

1
2

p(avﬁ) X = do

1 ‘dlb(a)
B

De aqui,

p(a,ﬁ | xl,...,xfjo) _ p(1'17~~~7m30704a/6) _ f('rh <y T30 | 045)17(045)7
p(1, ..., 730) p(z1, ..., 30)

donde, de acuerdo al punto de vista bayesiano, f(x1,...,x30 | @, () es la funcién de
densidad conjunta de Xj, ..., X30 dados a y 3. Desde el punto de vista clésico es la
funcién de densidad conjunta de X7, ..., X309 con pardmetros oy 3. Asi,

f(xh <y 30 ‘ a,ﬁ) = f(‘rla ...,1330;057ﬂ) = f(l"l;oz,ﬂ)f(:lig;a,ﬂ)...f(l"n;oz,ﬂ) =

a—1
1 n 1 n
w7 = (5%)
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Por lo tanto,

p(aaﬁ | x1, -.-,1730) X f(zla <y T30 ‘ avﬁ)p(avﬁ) =

a—1
I S £'c W R B SR B A
= (]_—‘(Oé))nﬂna (Zl:[l 1) € p( 5; 1,> 5‘ do

Una forma de encontrar p(a, 3 | x1, ..., £30) es resolviendo la integral doble

1
2

//f(.%'17...7$30 | ., B)p(cr, B)dad.

Por 1ltimo, la densidad posterior de o dados 1, ..., £39 se obtiene como

ha | @1, ..., x30) = /p(a,ﬂ | ©1, ..., x30)dp.

T ] T T
0'5 I 4/ 5 \\\ T
04l 4
03k ‘ J
02} ]
01F -
0 L«", L L L L \;\‘-L,,,;
) 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2. Densidad posterior estimada de « dada z = (1, ..., Z30)-

Sin embargo, las dos tltimas integrales no se pueden resolver analiticamente.
En este caso lo mejor es obtener una muestra simulada de p(a, 8 | x1,...,Z30),
lo cual se hace a través de la aproximaciéon normal asintética y del algoritmo de
Metropolis-Hastings. Este ltimo es una técnica de simulaciéon de Monte Carlo para
construir de manera iterativa una cadena de Markov, cuya distribucién de equilib-
rio es la distribucién final que nos interesa. Por tltimo, de la muestra simulada de
pla, B | x1,...,230) se obtiene una estimacién de la densidad posterior de « dada
xr = ((El, ceey 3?30).

Ejemplo 5. Para la misma muestra del ejemplo anterior, y utilizando la densidad
previa no informativa de Jeffreys, en la figura 2 aparece la grafica de la densidad
posterior estimada de « dada z = (21, ..., Z30).

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 9(2)Enero 2011 p 29-38



Distribucién de confianza del pardametro de forma de la distribuciéon gamma 37

En la figura 3 aparecen las graficas de las dos densidades estimadas.

0.5+ s 4
Y
04+ /”«' \‘,\ -
i i,
/‘/’ \
03- / 4
K k¢
/ i
/j %, ]
/ by
01t / N \ B
Lx// L L L \\\;\\\e_
00 1 2 3 4 5 6 7

Figura 3. Comparacién de las dos densidades estimadas.

4. Conclusiones

De la figura 3 vemos que aparententemente la distribucién de confianza del parametro
de forma de la distribucién gamma se centra mejor alrededor de dicho parametro,
que en este caso vale 3, que lo que lo hace la correspondiente distribucién posterior
obtenida con la previa de Jeffreys. Esto es muy importante porque en las aplicaciones
nos permitiria obtener mejores estimaciones del parametro referido. Por tal motivo,
es de interés obtener métodos (preferentemente basados en estadisticas con carac-
teristicas interesantes, idealmente estadisticas suficientes) para deducir distribuciones
de confianza, asi como analizar las propiedades de tales distribuciones de confianza.
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En este trabajo se presentan las distribuciones de confianza. También se ven dos
métodos exactos para obtenerlas, asi como las propiedades bésicas de ellas. Por ltimo,
se muestra que las distribuciones de confianza permiten ver de forma unificada los val-
ores p y los intervalos de confianza.

In this paper the basic properties of confidence distributions are discussed. Also,
two exact procedures for obtaining them are given. It is shown that the confidence
distributions permit one to see the unified form of the P-values and the confidence
intervals.

Palabras clave: Funcion de verosimilitud, Intervalo de confianza, Percentil, Pivotal,
Prueba de hipdtesis, Razon de verosimilitudes mondtona, Valor p.

Keywords: likelihood function, Confidence interval, Percentile, Pivot, Hypothesis test,
Monotone likelihood ratio, P-value.

1. Introduccién

Las distribuciones de confianza tienen sus raices en Fisher y Neyman. Consti-
tuyen la interpretacién de Neyman sobre las distribuciones fiduciales de Fisher. La
metodologia frecuentista obtenida de las distribuciones de confianza tiene mucho del
atractivo de la metodologia bayesiana.

La forma mas apropiada para presentar informacién incierta es a través de las
distribuciones de probabilidad. Mucho del atractivo del enfoque bayesiano se debe a
que las emplea como formato para presentar lo que se ha aprendido de la informacién
nueva, lo cual hace por medio de las distribuciones previa y posterior. Como una
alternativa a la distribucién posterior bayesiana, Fisher (1930) introdujo las distribu-
ciones de probabilidad fiduciales como formato para presentar lo que se ha aprendido
de los datos a través del modelo de probabilidad. Los percentiles de una distribucion
fiducial son los puntos extremos de los intervalos fiduciales. Siguiendo a Neyman en
lugar de Fisher al entender los intervalos fiduciales como intervalos de confianza, se
emplea el término distribucién de confianza, de acuerdo con Efron (1998) y otros
autores.

En la tradicién frecuentista, los intervalos de confianza y los valores p constituyen
la forma bésica de presentar los reportes estadisticos. La relacion cercana entre los

*Recibido el 1 de Agosto de 2010 y aceptado el 10 de Noviembre de 2010

tDireccién postal: Carr. Cunduacén-Jalpa Km 1, Cunduacdn Tabasco, México. A.P. 24 C.P.
86690. Tel.(+52)914 336-0928. Correo electrénico: edilberto.najera@ujat.mx

IDireccién postal: Carr. Cunduacén-Jalpa Km 1, Cunduacan Tabasco, México. A.P. 24 C.P.
86690. Tel.(+52)914 336-0928. Correo electrénico: kane_82@hotmail.com
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valores p y los intervalos de confianza nos permiten verlos de forma unificada a través
de las distribuciones de confianza, como se mostrara en el presente trabajo. También
se mostraran dos métodos para obtener distribuciones de confianza.

2. Dos métodos para obtener distribuciones de confianza

El contexto es un modelo paramétrico de una poblacién descrita por una variable
aleatoria X con distribucién de probabilidad P(z;1),w), donde 1 es un pardmetro
real de interés primario que pertenece a un intervalo finito o infinito, y w es un vector
formado por los demds parametros reales referidos como de ruido.

Definicion 1. Sean X = (Xi,..., X,,) una muestra aleatoria de la distribucién con-
tinua P(z;v¢,w) y x una observacién de X. Una funcién de distribucién continua
C(¢;z) de 1, es una distribucién de confianza de 1 si

P(CW; X) <a;(¢,w))=a, con 0<a<l,

para cualquier par (¢, w).

Observacion 1. La definicion 1 se centra en el hecho de que la variable aleatoria
C(v; X) tiene distribucién uniforme cuando los pardmetros verdaderos son (1, w).

Observaciéon 2. Si C(t¢;z) es una funcién de distribucién de v, entonces a C(; z)
también se le llama Distribuciéon de Significancia o Distribucién Fiducial.

Si0<a<l,sea

CHasz) =inf {¢: C(¥32) > a}.

Para intervalos de confianza unilaterales (—oco,,), donde 1, = C~1(a; X), la
probabilidad de cobertura (o cobertura frecuentista) es a porque

P (¢ <4a) = Ppo(C(Y; X) < C(¢a; X)) = Ppu(C(¥5X) < a) = o

De igual modo, para intervalos de confianza bilaterales (,,13) la probabilidad de
cobertura es 3 — «, porque

P (Y < <) = Ppo(C(tha; X) < C(h; X) < Ctp; X))
=Py,(a<C;X)<pB)=0-a.

Se tienen los dos métodos siguientes para obtener distribuciones de confianza.
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2.1 El método de la pivotal
Definicién 2. Una variable aleatoria Q(X;6) es una pivotal (o cantidad pivotal)

si su distribuciéon no depende de ningin pardmetro. Es decir, si X tiene distribucién
F(z;0), entonces Q(X;0) tiene la misma distribucién para todos los valores de 6.

Sea piv(X;1)) una pivotal con funcién de distribucién F. Si piv(X; ) es creciente
y continua como funcién de v, entonces F(piv(X;1))) también es creciente y continua
como funcién de ¥ y

C(¢; X) = F(piv(X;9)) ~U(0,1).

Por lo tanto C'(¢; ) es una distribucién de confianza de .

Si piv(X; ) es decreciente y continua como funcién de 1), entonces 1—F (piv(X; 1))
es creciente y continua como funcién de ¢ y

C(¢; X) =1 = F(piv(X;9)) ~ U(0,1).

De aqui, C(¢; z) es una distribucién de confianza de .

Ejemplo 1. Sea Xji,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién N (u,0?),
donde los pardmetros ;1 v 02 son desconocidos, 1 es el pardmetro de interés y o2 es

de ruido. Si X = 137" X,y §2 | =L 3" (X; — X)?, entonces la pivotal
V(X —p)
5%71 ,

la cual es decreciente como funcién de p, tiene una distribucién ¢ de Student con n-1
grados de libertad. Si Fi,_; denota a la funcién de distribucién ¢ de Student con n-1
grados de libertad, se sigue que

Cluiz) =1— Fyp (\/ﬁ(ﬂc—ﬂ)>

Sp—1

es una distribucién de confianza para p.

Ejemplo 2. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion N (u,0?),
donde los pardmetros p y o2 son desconocidos, u es de ruido y o2 es de interés. Si
X y 82, son como en el ejemplo 1, entonces la pivotal

(n—1) 57%71
o2 ’

la cual es decreciente como funcién de o2, tiene una distribucién ji-cuadrada con n-1
grados de libertad. Si Fy2,_; denota a la funcién de distribucién ji-cuadrada con n-1
grados de libertad, se tiene entonces que

2. (n — 1)312171
C(U 7£) - 1 - FXQ’n71 ((72

es una distribucién de confianza para 2.
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2.2 El método de la razén de verosimilitudes monétona

Definicion 3. Una familia de funciones de densidad de probabilidad o de funciones
de probabilidad {g(t;0) : § € © C R} de una variable aleatoria T, tiene razén de
verosimilitudes mondétona si, siempre que 67 < 6o,

g(t; 62)
g(t;01)

es monotona como funcién de ¢ en
{t:g(t;61) >0 6 g(t;02) >0},

donde por definicién

sic> 0.

Proposicion 1. Sea T variable aleatoria cuya familia de densidades de probabilidad
o de funciones de masa de probabilidad es {g(¢;0) : 6 € © C R}, tal que para 6; < 6

g(t; 02)
g(t; 01)

es creciente como funcién de ¢. Entonces

Py, (T <t) <Py (T <t).

Prueba. Sean t; <t < ty. De aqui

g(t1;62) _ g(t2;02)

< — t '9 t '9 < t '9 t '0 .
9(t1:01) = g(ta; 61) g(t1;02)g(ta; 01) < g(t1;01)g(ta;02)
Integrando primero sobre t; de -co a t y después sobre to de t a co se tiene

Py, (T < t)(1 - Py, (T < 1)) <Py (T < 1) (1 - Py, (T <)),

de donde,
Py, (T <t) <Py, (T <t).

Corolario 1. Si para 61 < 65

es decreciente como funcién de ¢, entonces

Py, (T < t) < Py, (T < t).
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Corolario 2. Sean T variable aleatoria continua como en la proposicién 1, Py(T < t)
continua como funcién de 6, y © = (Oing, Osup). Si Po(T <t) — 1 cuando § — Oin¢ y
Py(T <t) — 0 cuando 6 — 6g,p, entonces C(6;t)=1 — Py(T < t) es una distribucién
de confianza de 6.

Definicién 4. La familia {g(¢;60) : § € © C R}, de funciones de densidad de proba-
bilidad o de funciones de masa de probabilidad, se llama una familia exponencial
si g(t; 0) se puede expresar en la forma

9(t:6) = h(t)e(8) exp (Z wi (0) ai ( ) ,

donde h(t) > 0y g1, ..., qr son funciones de valor real que no dependen de 6, y
¢(@) >0y wi, ..., wg son funciones de valor real que no dependen de t.

Lema 1. Sea

g(t;0) = h(t exp(ZwL qi ( ) O CR,

una familia exponencial. Si todas las funciones w; son mondtonas crecientes o todas
son monodtonas decrecientes, y si todas las funciones ¢; son mondtonas crecientes
o todas son mondtonas decrecientes, entonces g(t; ) tiene razén de verosimilitudes
mondtona.

Prueba. Sean 64 < 65. Entonces

g(t;02) k
g(t;0,) eXp (; w; (02) — w; (1)) ¢i (’5)>

es mondtona como funcién de t. [ ]

Ejemplo 3. Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién gamma con
pardametro de forma a > 0 desconocido, y parametro de escala 3 > 0 conocido. Sea
S =>"", X;. Entonces S tiene una distribucién gamma con pardmetro de forma no
y parametro de escala 8. Si f es su funcién de densidad,

1 na—1_—%
. — &
f(S, OZ) T (na) ﬂna € ’
la cual se puede escribir en la forma
f(S 0[) _ #e—%e(m)—l) log s
’ T (na) gne ’

es decir, {f(s;a) : @ > 0} es una familia exponencial. Puesto que na — 1 es creciente
como funcién de «, y log s es creciente como funcién de s, por el Lema 1, f(s; a) tiene
razén de verosimilitudes monétona. Si F(s; ) es su funcién de distribucién, entonces
F(s;a) — 1 cuando o« — 0, y F(s;a) — 0 cuando o — oo. Por lo tanto

Cla;s) =1— F(s;a)
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es una distribucién de confianza de «. Si 3 = 1, la funcién de densidad de confianza
de «, una vez que se observo s, es

(a:5) = —(dfdo) F(s; ) = / (4 (na) — nlog ) f(t; a)dt,

donde () es la funcién digama, ¢(a) = (L) (log I'(a)).

Ejemplo 4. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién N (u;0?), con
i desconocida y o2 conocida. Sea T = %22;1 X;. Entonces T « N(m%), la
cual es una familia exponencial. Si f(¢; ) es la funcién de densidad de T, resulta
que % es creciente como funcién de ¢ si p; < pe. De aqui, si F(t;u) es la
funcién de distribucién de T, se tiene que F(t; ) es mondtonamente decreciente
como funcién de p.Por otro lado, si ® es la funcién de distribucién normal estandar,

F(t;u) = P(T <t) = (@), de donde también se ve que la funcién de
distribucién de T es mondtonamente decreciente como funcién de pu. Puesto que
F(t; ) — 1 cuando y — —oo, y F(t; u) — 0 cuando pr — oo, entonces la distribucién
de confianza de p es

C(u;t)=1—F(t;u)=1—¢><M>-

o
Una vez que se observo t, la densidad de confianza de u es

n n —t)?
csit) = ~(@/au) i) = 5 exp (2200

es decir, uy~ N (t,02/n).

3. Distribuciones de confianza, pruebas de hipétesis e intervalos de confianza

Definicion 5. Sean © C R el conjunto de valores posibles del pardametro 6, ©g C O,
y ©F el complemento de ©p en ©. En un problema de prueba de hipétesis

Hy:0 €0, vSs H,:0€0g,

un valor p es un estadistico de prueba p(X) que satisface 0 < p(z) < 1, para toda
observacién z de X, de modo que valores pequenos de p(X) dan evidencia de que H;
es cierta. Se dice que p(z) es el nivel de significancia alcanzado por la prueba.

Ejemplo 5. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién N (u,0?),
donde los pardmetros p y o2 son desconocidos, u es el pardmetro de interés y o2 es
de ruido. Sean X y S2_; como en el ejemplo 1. Para realizar la prueba de hipétesis

Hy:p<pp VS Hy oy > po,

. En este caso el valor p es

V(X — po)
Snfl

donde Fi,_; denota a la funcién de distribucién ¢ de Student con n-1 grados de
libertad, y C(p; z) es la distribucién de confianza de p.

;o X —
el estadistico de prueba, es néiil“o)

P =1 P ) = s )
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Ejemplo 6. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién N (u,0?),
donde los pardmetros p y o2 son desconocidos, i es de ruido y 02 es de interés. Sean
X y S2_, como en el ejemplo 1. Para realizar la prueba de hipétesis

H0:02§Ug V8 H1:<72>0§7
s (n—1)82_,
el estadistico de prueba es ——"=. En este caso el valor p es

[¢]

p(X)=1- Fe,_, ((”_”252) — C(o3: X),

)

donde F\2,_; denota a la funcién de distribucién ji-cuadrada con n-1 grados de
libertad, y C(0?;z) es la distribucién de confianza de o2.

Lema 2. La confianza de la afirmacién 1 < ¢ es el grado de confianza C(vy;z)
del intervalo de confianza (—oo, C~1(C(10;z))), v es igual al valor p observado de la
prueba de hipétesis

Ho:¢ <t wvs  Hi:¢ >

Prueba. Puesto que C(v; x) es creciente como funcién de 1), entonces C(1); X) es un

estadistico de prueba para probar
Ho:¢Y<vo ws  Hi:v¢ >4,

de modo que valores pequenos de C(tp; X) dan evidencia de que Hj es cierta; como
0 < C(¢;z) <1, entonces C(¢; X) es un valor p de la prueba hipdtesis. Si x es una
observaciéon de X, el nivel de significancia alcanzado por la prueba de hipdtesis, o la
confianza de la afirmacién ¢ < 1), es

p(z) = Ctho;z) = P(C(¢; X) < C(¢o; z)).
Ademis,
P < C7HC(o; X)) = P(C($; X) < C(CTHC(¢0; X)))) = P(C(4h; X) < C(3o; X)),
o sea, C(to; ) también es el grado de confianza del intervalo de confianza

(=00, C™H(C (Y05 2)))-

Ejemplo 7. Seaz = (z1,...,T,) una observacién del vector X = (X, ..., X,,), donde
X1, ..., X,, es una muestra aleatoria de la distribucién N(u,0?) con los pardmetros
p 'y o2 desconocidos, p es el pardmetro de interés y o2 es de ruido. Sean X y S2_;
como en el ejemplo 1. Si F},_; denota a la funcién de distribucién ¢ de Student con
n-1 grados de libertad, sabemos que

Cluz) =1 Fip (ﬁ(w—u))

Sp—1
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es una distribucién de confianza para u. Podemos determinar un intervalo de (1 — «) 100%
de confianza para p como sigue: Sean ps y pu1—g tales que

«
Clug;z) = 5
y
(6%
Cli-g3z)=1-,
o sea,
(ﬁ(m—ug)) o
1= F [ Y2l =2
Sn—1 2
y

1—F <M> —1—

Sp—1

| Q

De la primera de estas dos ultimas igualdades tenemos

E.n—l <\Fn(x — N;)) =1-

(%
57
Sp—1

por lo tanto,

Vi (T — pg)

Sp—1

= tl—%,n—l;

donde t1_g ,—1 es el percentil (1 — %) 100 de la distribucién t de Student con n — 1
grados de libertad. De la dltima igualdad resulta

- ¢ Sp—1
Ug =T —1l1-3% 77—1%-
Similarmente,
V(T —p—s) a
1—Fina =1--,
Sp—1 2
luego,
Vi (T —p-g) a
Ff n—1 — 5
Sp—1 2
de donde,

Vi (@~ p-g)

Sn1 = t%,n—l = *tl—%,n—b

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 9(2)Enero 2011 p 39-49



Distribuciones de confianza 47

De aqui,

_ Sn—1
HPi-g =T+ tl—%,n—l%~

Por lo tanto, un intervalo de (1 — «) 100% de confianza para u es

Sp—1 _ Sp—1
\n/ﬁ <Spu<T+ tl—%,n—lL

i_tl—%,n—l \/ﬁ )
el cual coincide con el intervalo de confianza respectivo que se obtiene usando el
método comin de estimacién por intervalo.

Ejemplo 8. Seax = (x1,...,x,) una observacién del vector X = (X3, ..., X,,), donde
X1, ..., X,, es una muestra aleatoria de la distribucién N(u,o?) con los pardmetros
p vy o2 desconocidos, i es un pardametro de ruido y o2 es el de interés. Sean X y
S2_, como antes. Si F\z,_; denota a la funcién de distribucién ji-cuadrada con n-1
grados de libertad, sabemos que

C(o%z) =1—-Fp, <<”—1)321)

n—
X% o2

es una distribucién de confianza para o2. Determinamos un intervalo de (1 — «) 100%
de confianza para o2 igual que en el ejemplo anterior: Sean 0(25. y U%_% tales que

9 @
C(O‘%,g) - 5
y
2 . y_q1_%
C(o1 gyﬁ) =1 97
0 sea,
n—1)s2_ «
1 FXQJL—I ( 2) n—1 _ =
oa 2
2
y
(n B 1) Sh—1 a
1 —=Fppna U%_Q = 5
2
De la primera de estas dos tultimas igualdades se tiene
F (n—1)sp_4 o
x2,n—1 012,1 = 1= §a
2
luego
(n—1 53—1 _ .2
0_% - Xl—% n—1»
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donde Xig,nq es el percentil (1 — ) 100 de la distribucién ji-cuadrada con n — 1
grados de libertad. De la tltima igualdad se sigue que

oa =
g 2
2 X1—2n-1
Similarmente,
n—1)s:_ «
1_FX2,n71 ( 2) n—1 :1_57
o1 s
luego,
s (Tl — 1) Sh—1 _ o
P _1 —_
xX4,n O'% N 2a
de donde,
2
(n - 1) Sn—1 o X2
0'%73 5,m—1
2
De aqui,
2
2 (n—1)s;_4
Ol-g = ——3
X%,n—l

Por lo tanto, un intervalo del (1 — ) 100% de confianza para o2 es

(n—1)s2_, , (n—1)s2_,
N T/t <o < 27”

D)
Xi-gn-1 Xa n—1

4. Conclusiones

Una distribucién de confianza tiene probabilidad de cobertura exacta. Adicional-
mente, si estd basada en un estadistico suficiente para el pardmetro, entonces a través
de ella podremos hacer inferencias méas precisas sobre él, ya que un estadistico su-
ficiente contiene toda la informacién que sobre el pardmetro nos da la muestra de
datos observada. Por tal motivo consideramos que es importante obtener tales dis-
tribuciones de confianza, aunque sea de forma aproximada por medio de métodos
numéricos.
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