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Teoria de Yang-Mills - Ecuaciones

Supongamos que F — M™ es un (G-haz vectorial sobre una
n-variedad riemanniana (M"™,g) y A es una conexién compatible
con la accién de GG. Las ecuaciones de Yang-Mills para A son

daFa=0
dA*FAZO

Donde Fiy =dA — AANAeslacurvaturade Ay dyg =d+ A.
Cuando G =U(1) y E es un haz de lineas complejo, las
ecuaciones de Yang-Mills se reducen a las ecuaciones de Maxwell
de la electrodindmica clasica.



Teoria de Yang-Mills - Simetrias

Yang-Mills es un ejemplo de una teoria de Norma. El grupo de
norma G es el grupo de simetrias de &¥ como G-haz sobre M", es
decir, G = Autg(FE). Este grupo actiia por conjugacién en el
espacio de configuraciones Q?(M™; Ad(E)).

Sige Gy B=gAg~! entonces

dgFp =g (daFa)g™!

En pocas palabras, el conjunto de soluciones a las ecuaciones de
Yang-Mills es invariante bajo transformaciones de norma.



Yang-Mills en 4 dimensiones - j4 — 2 = 2!

El operador de Hodge x : QP(M"; Ad(E)) — Q" P(M™; Ad(E))
es especialmente simétrico en cuatro dimensiones.

Es un operador de Q%(M™; Ad(E)) en si mismo con espectro
discreto {£1}. Por tanto, en cualquier 4-variedad riemanniana, las
ecuaciones de Yang-Mills admiten soluciones de la forma

*FA::l:FA



Teoria de Yang-Mills en 4 dimensiones - Instantones

Ahora nos concentraremos en el caso en el que G = SU(2) y E es
un haz complejo de rango 2. En este caso, las configuraciones
*xF'y = F4, llamadas instantones, son las soluciones cldsicas de la
teoria de Yang-Mills pues minimizan la energia

Sy = Tr(FA/\*FA):/ |FT 12+ |F|?
M4 M4

Esto es consecuencia de la desigualdad 872cy(E) < Sy s, donde

87r2c2(E)=/ Tr(FA/\FA):/ |FY 12— |F|?
M4 M4



Invariantes de Donaldson

A partir del moduli de instantones M 45p (modulo equivalencia de
norma) pueden construirse invariantes de la estructura suave de
M*. [S. Donaldson ~ 1986]

o Hy(M*) — H* *(Maps)



La fisica entra en escena...

Moraleja: el limite clasico de Yang-Mills junto con la “simetria de
norma” nos ensenan mucho del mundo cuatro dimensional.

i El limite cudntico también sera relevante? [M. Atiyah]

Figura: Sir Michel Atiyah 1929-



La fisica entra en escena...

La respuesta a la pregunta de Atiyah es SUPER-afirmativa

Algunos observables de N = 2 SYM “torcida” codifican por
completo la informacién contenida en los invariantes de Donaldson.

[E. Witten 1988]

Figura: Edward Witten 1951-



Teoria Clasica de Campos en corto

Una Teoria Clasica de Campos (TCC) consiste de
» Espacio-tiempo: Una variedad Pseudo-riemanniana (M?*, g) de
dimensién 4.
» Campos: Secciones de un haz vectorial E — M*.
» Accién: Funcional polinomial de los campos S : C — R.

» Simetrias: La accién de un grupo en el espacio de campos
G C.



Teoria Cuantica de Campos - Integral de Feynman

La cuantizacidn consiste en asignar a una TCC un espacio vectorial
complejo H que representa estados y que porta algunas de las
simetrias de la TCC. En esta descripcidn, los procesos fisicos reales
se modelan como operadores lineales auto-adjuntos O : H — H.
Feynman descubrié que la probabilidades de que ocurran los
procesos representados por una familia de operadores
{O1,...,0} en los eventos z1,...,1 € M* es

(O1(z1) -+ Op(zx)) /DX O1(21) - - Op(wg)e 5N



Teoria Cuantica de Campos - Integral de Feynman

La cuantizacidn consiste en asignar a una TCC un espacio vectorial
complejo H que representa estados y que porta algunas de las
simetrias de la TCC. En esta descripcidn, los procesos fisicos reales
se modelan como operadores lineales auto-adjuntos O : H — H.
Feynman descubrié que la probabilidades de que ocurran los
procesos representados por una familia de operadores
{O1,...,0} en los eventos z1,...,1 € M* es

(O1(z1) -+ Op(zx)) /DX O1(21) - - Op(wg)e 5N

iLA CUANTIZACION ES UN ARTE, NO UN FUNTOR!



Teoria Topoldgica de Campos

Una teoria cudntica de campos es topolégica (TQFT) si contiene
una familia de operadores { O; |1 <i < m} cuyas funciones de
correlacién son independientes de la métrica g,

5 m
e (Ile )~

Tales observables se llaman topoldgicos. Existen dos (6 tres) tipos
de TQFT:

1. Tipo Schwarz «~ nada depende de g,,,

2. Tipo Witten «w algunas cosas dependen de g,

3. i Tipo Atiyah-Segal (Axiomatica) «~ Cobordismo?



Teoria Topoldgica de Campos (Segiin Witten)

En las teorias tipo Witten existe una simetria topoldgica § no
anémala que actla en los campos de manera tal que el tensor de
energia-momento

0S
0w

Ty =

Pueda escribirse como
—0G

Para alglin tensor G,,,.



Teoria Topoldgica de Campos (Segiin Witten)

Los operadores aniquilados por § representan observables

topoldgicos.
HVDIRNICES
—< [[ 0 G >
i=1

:i<5(ﬁl @G)>

=0




Teoria Topoldgica de Campos (Segiin Witten)

También los operadores §-exactos se “desacoplan de la teoria” por
que sus funciones de correlacién se anulan.

(O1...06F) :/DX(’)l...(’)ké]-"eS(X)

= —13/7))(5(01...0,9;) X
g
=0

Los célculos anteriores se pueden entender con todo rigor con el
formalismo de Mathai-Quillen.



Teoria Topoldgica de Campos (Segiin Witten)

Por ejemplo, si la accién S = S(X) es J-exacta entonces las
funciones de correlacién son independientes de las constantes de
acoplamiento g

1
7((’)1 Ok> = /DXOl Ok (fqe_QQS(X)

- —glg/DX O1...0p8(X)e @5

1
_ —glg/DX O1...0p6F e 5%
—0

Esto quiere decir que en una TQFT no hay correcciones cudnticas.
Todo esta determinado por las soluciones clasicas y por tanto la
aproximacién semi-clasica es exacta.



Teoria Topoldgica de Campos (Segiin Witten)

Por ejemplo, si la accién S = S(X) es d-exacta entonces las
funciones de correlacién son independientes de las constantes de
acoplamiento g

o o
— = [ DXO;...0, —
(0100 = [PXO1...00Fe

~45(x)

— —13/DX O1...0p8(X)e @5
g

_ _13/DX O)...0p6Fc #5)
g

=0

En otras palabras, las integrales funcionales se localizan en una
sub-variedad de dimensién finita, justo como en la teoria de
interseccion.



TQFT «~ Cohomologia Equivariante

Por tanto debemos considerar a los observables topolégicos como
clases de “cohomologia” asociadas a

ker o
Im*é

{Oi]1<i<n}C
i Lo anterior implica que 62 = 0?7 No en general

5% = transformacién de norma

Basicamente § es la diferencial equivariante asociada a la accién
del grupo de simetrias de la teoria en el espacio de campos.



TQFT - Invariantes Topoldgicos

Supongamos que contamos con un operador O en la
cohomologia de §. Si podemos encontrar soluciones a la ecuacién
de descendientes topolégicos de O©)

deo®) = s+l >

Entonces podemos construir los siguientes observables para cada
elemento v € H,(M* R)

%) = [
v

Que son topoldgicos

53O0 (v / 56 = / o= [ e =0
Oy



TQFT - Invariantes Topoldgicos

Inversamente si v es homologicamente trivial, esto es, v = 0I'
entonces

%) = [o = [ et~ [ de —s08,,r)
o or T

En otras palabras, las ecuaciones de descendencia topoldgica
establecen una correspondencia entre clases de homologia en M* y
clases de 9-cohomologia. Esta es la manera en que Donaldson
construye sus invariantes

POR LO TANTO, DEBEMOS RESOLVER LAS ECUACIONES DE
DESCENDENCIA TOPOLOGICA.



TQFT - Invariantes Topoldgicos

Las ecuaciones de descendencia topoldgica admiten una solucién
candnica en una TQFT del tipo de Witten.

EL operador de momento P, se escribe en una TQFT de tipo
Witten como —0Go, := —0G,. En particular, G, € 911\44' Dado un
operador escalar O(©) que representa una clase de §-cohomologia
construimos descendientes

1
ok — EGM Gy Guko(o) Az’ A dah2 A - A daPe
Usando que P, = —d,, concluimos que estos operadores satisfacen

la ecuacién de descendencia topoldgica.



SUSY con N generadores en 4 dimensiones euclidianas

{Qous Qs } =260, Pu {Qau, Qsw } = CapZuw
[Puvédu]zo [Pu’Qau}:O
[T, @] = =(E) 3@ s Quu] = ~(ow),” Qs
Donde ahora las matrices de Pauli son

U“—(al o2, 03, 11d) E“:(—al —o2, —03 11d)



SUSY con N generadores en 4 dimensiones euclidianas

El grupo de rotaciones en 4 dimensiones euclidianas SO(4) es
localmente isomorfo a SU,(2) x SU_(2). Esto quiere decir que en
M* tenemos la correspondencia biespinorial

‘]/W —J &, 88 = Eaﬂﬁdﬁ + 60’43 Maﬁ

(0%

Con Mdﬁ-, el generador de SU,(2) y M,z el generador de SU_(2)



Torcimiento de SUSY AN = 2 en 4 dimensiones

El caso N = 2 es excepcionalmente especial pues SUSY es
invariante bajo

SU+(2) X SU_(Q) X SU(2)R X U(l)R

Rotaciones Interno

Esto nos permite identificar los indices de isospin correspondientes
a SU(2)g con indices espacio-temporales correspondientes a
SUL(2)

K'B = MaB_BaB

a

Donde B, ; es el generador de la simetria SU(2)g.



Torcimiento de SUSY AN = 2 en 4 dimensiones

Bajo la definicidn en la transparencia anterior
Qiu = Qu Qau = Qg
Se tiene la stper carga topoldgica
Q= Q,5 = Qis — Qi
Que es un escalar bajo el nuevo grupo de simetria
[Kap, Q] =0

La stper carga Q genera la simetria topoldgica 9.
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