
Distancia de Hausdorff

Notación. K := {X ⊂ C : X compacto y no vaćıo}.

Definición (distancia de Hausdorff). Para X, Y ∈ K,

d∗(X, Y ) := sup
x∈X

dist(x, Y ) = sup
x∈X

ı́nf
y∈Y

|x− y|;

dH(X, Y ) := máx(d∗(X, Y ), d∗(Y,X)).

La función dH se llama distancia de Hausdorff.

1. Ejemplo. Para dos circulos (discos cerrados) X, Y calcular dH(X, Y ).

2. Ejemplo. Para dos circunferencias X, Y calcular dH(X, Y ).

3. Para X, Y ∈ K, d∗(X, Y ) = 0 ⇐⇒ X ⊂ Y .

4. Para X, Y ∈ K, dH(X, Y ) = 0 ⇐⇒ X = Y .

5. Para X, Y ∈ K, d∗(X, Y ) 6 d∗(X,Z) + dH(Z, Y ).

6. Desigualdad triangular para la distancia de Hausdorff.

dH(X, Y ) 6 dH(X,Z) + dH(Z, Y ) (X, Y, Z ∈ K).

7. Sean X, Y ∈ K, Y =
⋃

i∈I Zi, donde Zi ∈ K. Entonces

d∗(X, Y ) = ı́nf
i∈I

d∗(X,Zi), d∗(Y,X) = sup
i∈I

d∗(Zi, X), dH(X, Y ) 6 sup
i∈I

dH(X,Zi).

8. Consideremos la sequencia de los conjuntos {Xn}n∈N donde

Xn :=

{
z ∈ C :

1

n+ 1
6 Re(z) 6

1

n
, 0 6 Im(z) 6 1

}
.

Probar que {Xn}n∈N es una sequencia de Cauchy en K, i.e. ρ(Xn, Xm) → 0 cuando
n,m→∞. Calcular

Yn = clos

(
∞⋃

k=n

Xk

)
, Z =

∞⋂
n=1

Yn. (1)

Mostrar que dH(Xn, Z)→ 0.

9. Lema. Sea {Xn}n∈N una sucesión de Cauchy en K. Definimos Yn y Z mediante las
formulas (1). Entonces Yn ∈ K para todos n ∈ N y Z ∈ K.

10. Teorema. El espacio métrico (K, dH) es completo.
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