Espacios de Hardy

1. Notacién (monomios, polynomios y polynomios de Laurent). Para cualquier
n € Z, denotemos con e, (n € Z) la funcién

en(t) =" (t€T).

Polinomios son combinaciones lineales del sistema {e, },>0; polinomios de Laurent son
combinaciones lineales del sistema {e, },ez:

P = lin{e, }n>o0, LP = lin{e, tnez.

2. {e, }nez es una base ortonormal en L*(T).

3. Notacién. El operador Fz: (?(Z) — L*(T) se define mediante de

(Fzz)(t) = Z Tnen(t),

donde la seria converge en el sentido de L?(T).
4. Escribir la féormula para el operador inverso a F.

5. Escribir la forma coordenada de los operadores M., y M,._,, i.e. escribir las férmulas
para los operadores 3"; M. Fzy 3‘51 M. | Fz.

Definicién (espacios de Hardy sobre T). Para p € [1,+o00],

HP(T) := {f € L"(T): /f(t)tkdqu(t) =0 Vke{1,2..}}

={f € L"(T): /f(ew)e’“edé =0 Vke{l,2,...}}.

En lugar de H?(T) escribimos también H”.

6. H? es el complemento orthogonal de {e, },<o. Por lo tanto, H? es un subespacio cerrado
en L(T).

Definicién (proyeccién de Szegd). Definamos el operador P*: L*(T) — L?*(T) como
la proyeccién ortogonal de L?(T) en H?(T).

7. Escribir la forma coordenada de PT. En otras palabras, encontrar la férmula para el
operador P, = F,' P+ F7.

pagina 1 de 2



Operador singular de Cauchy-Szegé. El operador S: L*(T) — L*(T) se define como

sn0 =~ [ 1D

T z—1
|z|=1

Y

donde la integral se comprende en el sentido de valor principal. Se sabe que Se, = e,
paran > 0y Se, = —e, paran < 0.

8. Expresar PT a través de S y al revés.

9. Teorema (jcuidndo H? es un subespacio invariante de M,?). Para a € L*°(T),
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M,H? C H?
(b) a € H=(T).

10. H*(T) es una C*-élgebra.
11. Si v es una medida de Borel en Ty [, e,(t)v(t) = 0 para todos n € Z, entonces v = 0.

12. Sia € LY(T) y [pa(t)e,(t)dur(t) = 0 para todos n € Z, entonces a = 0 (c.t.p.).

13. Sea f una funcién de la clase H' con valores reales: f(t) € R c.t.p. Entonces f es una
constante real.

14. Si f € H' v f* € H', entonces f es una constante compleja.

Teorema (sin prueba). Sean v una medida positiva de Borel en T y X un subespacio
cerrado de L*(v). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) e1 X = X
(b) existe un conjunto de Borel £ C T tal que
X=0L3w)={fel*v): ft)=0Vt¢ E}.

Definicién (funcién interna). La funcién a € H* se llama funcidn interna si |a(t)] = 1
c.t.p.

Teorema de Beurling (sin prueba). Sea X un subespacio cerrado de H*(T), X # {0}.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) P*M, X C X;

(b) X = pH? para alguna funcién interna .

15. Teorema de F. y M. Riesz. Sea f € H? tal que f # 0, i.e. u{t € T: f(t) #0} > 0.
Entonces u{t € T: f(t) =0} = 0.

16. Corolario del teorema de F. y M. Riesz. Sean f,g € H? tales que fg = 0.
Entonces f =06 g = 0.
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