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Resumen

@ Problemas Clasicos de tipo Dirichlet para ecuaciones arménicas.
e Disco.
e semi-espacio superior y la bola en R”
e Dominios mas generales

@ Solucién Problemas de tipo Dirichlet para ecuaciones elipticas.

e Problema LP-Dirichlet y BMO-Dirichlet: Método de la medida
armonica.
e Planteamiento de los problemas y solubilidad.

@ Perturbacién de operadores.
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Teorema

Sea D el disco de radio a. f una funcién C(0D), entonces la solucién al
problema

Au=0 enD
u=rfFf en oD

estd dada por

B 32 . I’2 2 f(¢)
u(r,0) = 27 /0 a? — 2arcos(f — ¢) + r? dé

— (Pr* f)(@),

para0 <r<a, 0<6 <27
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Solucién fundamental de la Ecuacién de Laplace en R”

n(n—2)|x|"—2

1
—5=log|x| n=2

_ 2m
$(x) { ¢ n<3

Solucidén a la ecuacidn de Poisson en R”?

Teorema

Sea f € C3(R") y

u(x) = [ o(x—y)f(y)dy,
o

entonces u € C>(R") y —Au = f en R".
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Solucién al Problema de Dirichlet para la ecuacién de

Poisson

e Q2 C R” abierto y acotado, 0 de clase C*.
o f e C(Q), ge C(Q)

{ —Au(x) =f(x) enQ
u(x) = g(x) en 909Q.

Solucién: Supongamos que u € C3(Q) U C(Q).

)= [ (0ly =500~ aly) gty = x)) ot
- [ oty = x)auy)dy.
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@ Funcién Correctora: ¢* = ¢*(y) tal que

{ Ag*(y) =0 yeQ
P*(y) = oy —x) y €.

@ Funcidon de Green
Gx,y)=od(y —x) —¢*(y), x,y€Q x#y
@ De las formulas de Green

o) == [ )G 0ds0) ~ [ Glx)Buty)dy
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Representacién mediante la funcién de Green

Teorema

Q C R” abierto, acotado. 99 de clase Ct. Si u € C?(Q)U C(Q) es
solucion de

{ —Au(x)=1f(x) enQ, fe C(Q)
(x) en 0, ge C(00N)

entonces
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@ Nucleo de Poisson para Rfl

2t 1
na(n) [x — y|r+t

k(x,y) = x e Ry e oRIH!

@ Nucleo de Poisson para la bola B(0, r)

r’— x> 1

na(n)r |x —y|"’

k(x,y) = x € B(0,r) yedB(0,r).
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Solucién al problema de Dirichlet en dominios mas

generales

Método de Perrdn de funciones subarmodnicas.

o Funcién barrera: Q, € C(Q) es una barrera en z si
e R, es subarmodnica en 2. B
o Q,(z) =0y Q,(x) <0sixeQ—{z}.

@ Punto regular.

e z € 0N es regular si existe una funcién barrera z.
o () tiene frontera regular si cada z € OS2 es regular.
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Método de Perrdn

Teorema

(2 C R" abierto, conexo y acotado. El Problema de Dirichlet tiene solucién
para €2 si y sélo si €2 tiene frontera regular.
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El problema de Dirichlet. Ecuaciones de tipo eliptico

Un modo de generalizar al operador de Laplace es considerando operadores
dados formalmente por

Lu = div(A(x)Vu(x))

. donde A(x) = (ajj(x)) es una matriz simétrica, de elementos medibles y
acotados, cumpliendo una condicién de la forma

A1|¢]? < (A(X)¢,€) < Aol¢)?

En este caso la existencia de soluciones al problema

Lu=g en{
u=1"f en 0N

usa herramientas de otro tipo.
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Soluciones de tipo eliptico

Una solucién para el problema

Lu=g en
u=0 en 0N

serd u € WH2(Q) de modo que para toda ¢ € C°(w) se tiene
ou € W01’2(Q) y ademds se deberd cumplir

/QLU(X)gb(X)dX:/QA(X)VU(X)VQS(X)dX:/g(x)(b(x)dx

Q

Teorema de Lax-Milgram.

Marysol Navarro Burruel (UNISON) Analisis Armédnico y problemas de tipo Dirichl 17 Abril, 2013



Resp: sentido de la traza.

Para

Lu=g enQ
u=r*f en Jf2

i Qué sentido tiene u = f en OS2

Teorema

Supongamos que Q es un conjunto acotado y con frontera C!. Entonces
existe un operador lineal acotado T : W1P(Q) — LP(9Q) acotado, tal que

o Tu= ulpq si uc WHP(Q)uU C(Q).
o ||Tu||Lp(aQ) < Cllullwre(q) para cada u € W1P(Q) con la constante
depediendo sélo de p y €.

Llamamos a Tu como la traza de u en 0f.

Marysol Navarro Burruel (UNISON) Analisis Arménico y problemas de tipo Dirichl 17 Abril, 2013 13 / 25



Si tenemos el problema

Llu=g enQ
u=r*f en 0N

Esto significa que u = f en 0f2 en el sentido de la traza. Asi que f es la
traza de alguna funcién W2, digamos w. Pero entonces il = u — w

1,2 sl
pertenece a Wj;’", y es una solucion débil del problema con valores en la
frontera

donde g :=g — Lw.
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Planteamiento del Problema LP-Dirichlet

Decimos que el problema LP-Dirichlet, 1 < p < oo, asociado al operador
eliptico L tiene solucién si la solucién al problema clasico

Lu=0 en
u=r*f en 0f2

admite la estimacidn

[Nul[pa0) < [Iflle(a0)

donde Nu(p) = sup{|u(x)|: x € [(p)}, con ['(p) una regidn cénica
anclada en p € 0f0.

En este caso, por brevedad se dird que D, se cumple para L.
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Definicién del espacio BMO(0f2)

Se define el BMO(0f2) como el espacio de funciones (mddulo constantes)
en Li(joc)(012) tales que

sp 1 [ 1£(Q) - faPd@ < C
A B

donde A denota una bola centrada en @ interseccién con 02, y

mzéﬂﬂmw

Se denota por ||f||smo al supremo de la estimacién anterior.
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Planteamiento del problema BMO Dirichlet

Decimos que el problema BMO-Dirichlet asociado al operador eliptico L
tiene solucidn si la solucién al problema cldsico

Lu=0 en(2
u=r_F en 0f)

admite la estimacidn

/ Vu(x)? 8(x)dx < C|Ifllamol Al
T(A)

donde T(A(Q)) ={Y € Q:|Y — Q| < diam(A)} y §(x) = dist(x, 02).
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... iy el Andlisis Armdnico?

Método de la Medida Armédnica para resolver los problemas planteados
anteriormente.

La medida armédnica asociada a L es una familia de medidas w* con
x € QQ, definidas en la frontera de €2, que representan a a la solucién del
problema cldsico de Dirichlet

Lu=0 en(2
u=rf en 0N

en el sentido que
ux) = [ F(Q)d (@)

por el Teorema de Representacién de Riez aplicado a f — u(x).

Denotaremos por ¢ a la medida superficial.
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La clase RHY

Nétese que cuando w* <K o, si u es la solucién al problema cldsico de
Dirichlet, y poniendo k = dw/do, se tendra:

u(x) < /8 _IF(@K(x. Q)de(Q).

Por técnicas tipicas del Andlis de Fourier moderno se puede probar que
para establecer la desigualdad

|Nul[pa0) < [Ifllr(a0)

se cumple si y sélo si k cumple la siguiente desigualdad reversa de Holder

conl/p+1/g=1
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En conclusion para el dato en LP ...

@ El problema LP Dirichlet quedara resuelto si se prueba si se prueba
que k € RHI(0). Donde esta clase de funciones se define con la
anterior desigualdad reversa de Holder.

@ En otras palabras, se ha reducido el problema LP-Dirichlet a obtener
una propiedad local de peso del nicleo de Poisson generalizado
dw*/do.
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Una propiedad de pesos en RHY(0X2)

Sea w* la medida arménica asociada al operador eliptico L. Decimos que
w> estd en A, (do) si para toda € existe § > 0 tal que

w*(E) . 0(E)
wX(A)g(S implica N

< €

Teorema (Muckenhoupt, Coiffman-Fefferman (1972))

Son equivalentes:

@ w* € Axd(o) uniformemente en x € Q.

@ 0 € Ax(dw™) uniformemente en x € Q.

@ Existe 1 < g < oo tal que dw*/do € RHY(0R2) uniformemente en
x € €.

Marysol Navarro Burruel (UNISON) Analisis Arménico y problemas de tipo Dirichl 17 Abril, 2013 21 /25



Planteamiento para operadores mas generales

Se requiere dar respuesta a las siguientes preguntas: Dar condiciones sobre
la discrepancia de los coeficientes de dos operadores L; y L, de manera

que ...

@ Cuando D, se cumpla para Lj para cierta 1 < p < 0o, se cumpla Dy
para Ly, con 1 < g < oo no necesariamente igual a p.

@ Cuando D, se cumpla para Lj y cierta 1 < p < oo, también se
cumpla para Ly y la misma p.

@ Cuando D, se cumpla para L1 y toda 1 < p < 0o, también se cumpla
Dp para Ly, y toda 1 < p < oc.
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Perturbacion de Operadores

Consideremos dos operadores Liui(x) = div(A1(x)Vu) y
Lour(x) = div (A2(x)Vu) y definase la discrepancia

A(x) = sup |Ai(y) — A2(y)[, donde B(x) = Bjsx)/2(x).
y€B(x)

para @ € 9. Sea A,(Q) =B, (Q)UdNy T,(Q) = B,(Q) UQ. Definase

1/2
1 A2(x) dX] /

i Q)= [Ar(Q) (@) 309
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Teorema (Dahlberg(1986), Fefferman-Kenig-Pipher(1991), Escauriaza

(1996))
@ Supdngase que wy € Ax(do) y que

sup h(r, Q) < oo
0<r<ry,QedN

Entonces wy € Ay (do)
@ Suponiendo que limsup,_,osupgcgn h(r, @) =0,

o Si ki(dwyi/do) € RHP(0R2) para cierta 1 < p < oo, entonces
ko = (dwy/do) € RHP(ORQ2) para la misma p.

o Si ki(dwy/do) € RHP(0RQ) para toda 1 < p < oo, entonces
ko = (dwy/do) € RHP(ORQ) para toda 1 < p < 0.

Marysol Navarro Burruel (UNISON) Analisis Arménico y problemas de tipo Dirichl 17 Abril, 2013



Ay Yy el problema BMO-Dirichlet

M3as recientemente se ha hallado una coneccién entre la propiedad
w € Ax(do) y el poder resolver el problema BMO-Dirichlet

Teorema (Dindos-Kenig-Dipher (2011))

Dado un operador eliptico L, con medida armédnica w;, tendremos que
wi € Ax(do) siy sélo si se cumple

/ V()2 5(x)dx < Co(A)flmo
T(A)

para cualquier solucién Lu = 0 con dato en la frontera continuo f.
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