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Haces C*.

Definicion

Si E, T son espacios
topologicosyp: E — T
es una funcion
suprayectiva, la terna
¢=(p,E, T) es llamada
un haz.



Haces C*.

Definicién

Si E, T son espacios
topolégicosyp - E — T
es una funcion p o
suprayectiva, la terna
¢=(p,E, T) esllamada
un haz.

» £(t) = p~'(t) se llama la fibra sobre el punto t € T.

» Si V C T abierto, la funcién o : V — E tal que p(o(t)) =t
es una seccion local. Si V = T la seccion se llama global.

» [(£) denota el conjunto de todas las secciones globales
continuas de €.

T



SeaEVE={(x,y)e ExE:p(x)=p(y)}

Definicion

Elhaz¢ = (p,E, T) es un haz C* si cada fibra £(t) tiene estructura de
algebra C* y

1. las funciones

EVE - E
( {++ CxE—E E-E
X,y) = X
( 7y) Y (a, x) = ax X x*
X,y) = Xy

son continuas,
2. los conjuntos

Uv(oe) ={xe E:p(x) eV y [x=alp(x))Il <<}

forman una base de conjuntos abiertos en el espacio E.



»SiV=T,
U(o,e) = Ur(o,¢)

es llamada una vecindad tubular de la seccion o de radio «.
» Para cada a € I'(¢), el conjunto

V(a,e) ={teT:|a(t)| <e}

es abiertoen T.

» Sicada £(t) tiene identidad e(t) y la seccion e : t — e(t)
es continua, el haz C* es un haz con identidad.



Algebra C* definida por un haz.

Dado ¢ = (p, E, T) un haz C*, el conjunto '°(¢) de todas las
secciones continuas acotadas o de £ con operaciones
puntuales y la norma

lofl = sup [lo(8)]]
teT

es un algebra C* y es llamada el algebra C* definida por &.

Lema
El dlgebraT®(¢) es un CP(T)—mddulo.

Lema
Si T es un espacio cuasi-compacto, entonces I'°(¢) =T (¢) y
CP(T) = C(T).



Teorema (Teorema de Stone-Weierstrass)

Sea ¢ = (p, E, T) un haz C* sobre un espacio cuasi-compacto
y cuasi-completamente regular T. Sea A un C(T)—submoddulo
cerrado de T (&) y tal que, para cadat € T, el conjunto

A(t) ={a(t) : ac A} es denso en la fibra £(t) = p~(t).
Entonces A =T (¢).



Teorema (Teorema de Stone-Weierstrass)

Sea ¢ = (p, E, T) un haz C* sobre un espacio cuasi-compacto
y cuasi-completamente regular T. Sea A un C(T)—submoddulo
cerrado de T (&) y tal que, para cadat € T, el conjunto

A(t) ={a(t) : ac A} es denso en la fibra £(t) = p~(t).
Entonces A =T (¢).

Demostracion
Seacel(§)ye>0.
PD. Existe a € A tal que

llo — all = sup [lo(t) — a(t)]| <e.
teT



Teorema (Teorema de Stone-Weierstrass)

Sea ¢ = (p, E, T) un haz C* sobre un espacio cuasi-compacto
y cuasi-completamente regular T. Sea A un C(T)—submoddulo
cerrado de T (&) y tal que, para cadat € T, el conjunto

A(t) ={a(t) : ac A} es denso en la fibra £(t) = p~(t).
Entonces A =T (¢).

Demostracion

Seacel(§)ye>0.

PD. Existe a € A tal que

llo — all = sup [lo(t) — a(t)]| <e.
teT

> Paracadaty € T existe a;, € A tal que ||o(t) — ay, (b)|| < e.



Teorema (Teorema de Stone-Weierstrass)

Sea ¢ = (p, E, T) un haz C* sobre un espacio cuasi-compacto
y cuasi-completamente regular T. Sea A un C(T)—submoddulo
cerrado de T (&) y tal que, para cadat € T, el conjunto

A(t) ={a(t) : ac A} es denso en la fibra £(t) = p~(t).
Entonces A =T (¢).

Demostracion
Seacel(§)ye>0.
PD. Existe a € A tal que

llo — all = sup [lo(t) — a(t)]| <e.
teT

> Paracadaty € T existe a;, € A tal que ||o(t) — ay, (b)|| < e.

> Vi =V(o—ay,e)={teT:|o(t)—ay(t)|| <e} esabiertoenT y
contiene al punto ty.



> fi, : T — [0, 1] funcién continua en T tal que fi,(t) =1y fIU|T\Vt:) =0.



> fi, : T — [0, 1] funcién continua en T tal que f;,(t) = 1 yf10|T\Vt:) =0.

> Vi, ={te T:f,(t) >0} es abierto, contiene a t, y el sistema {V;}ict
es una cubierta abierta de T.



> f, : T —[0,1] funcion continua en T tal que f, () =1y fy|r\v, =0.
0
> Vi, ={te T:f,(t) >0} es abierto, contiene a t, y el sistema {V;}ict
es una cubierta abierta de T.
> Sea {V, }i_ una subcubierta finita.



fo : T — [0, 1] funcidn continua en T tal que f, () =1y fy|r\v, =0.
0

Vi, ={t € T : f,(t) > 0} es abierto, contiene a ty y el sistema { V;}ict
es una cubierta abierta de T.

> Sea {V, }i_ una subcubierta finita.

¢k T — [07 1]
f

S

ik =

n

es funcion continua, > " vk =1 y [[x(t)o(t) — r(t)ay (1) < e
k=0



fo : T — [0, 1] funcidn continua en T tal que f, () =1y fy|r\v, =0.
0

Vi, ={t € T : f,(t) > 0} es abierto, contiene a ty y el sistema { V;}ict
es una cubierta abierta de T.

> Sea {V, }i_ una subcubierta finita.

¢k T — [07 1]
f

ST

i =

n
es funcion continua, > " vk =1 y [[x(t)o(t) — r(t)ay (1) < e
k=0
n
a=>» xay, esunelementode Ay o — al| <e.
k=0



Haz C* definido por un Algebra C*.

Sea A un élgebra C* y sea Jr = {J(t) : t € T} un sistema de
ideales bilaterales cerrados de A parametrizado por un
conjunto T.

Paracadat e T sea A(t) = ﬁ y consideremos

E = Uter A(t)

la unién disjunta de las algebras A(t). La particion de E genera
la proyeccion
p:E—T
x(t) —t



Dotando de topologias adecuadas a Ey T:
» Cada a € A genera la seccién a: T — E dada por
a(t) = a(t).
» Sead={ad:ac A}. Paracadas >0y ac Ase
introducimos el conjunto

U(ae) = {x e E:|Ix—a(p(x))ll < e}

» Dotamos a E con la topologia cuya sub-base consiste de
los U(a, ).

» Dotamos a T con la topologia cociente: la topologia mas
fuerte bajo la cual la proyeccion p es continua.



Lema

1. Lafunciénp: E — T es abierta.

2. Latopologia en T coincide con la topologia mas débil bajo la cual las
secciones a € A son continuas.

3. Una sub-base de la topologia en T esta dada por el sistema de
conjuntos
V(a,e)={te T:|a(t)] <e}

La topologia de T es llamada topologia haz—*.



Lema

1. Lafunciénp: E — T es abierta.

2. Latopologia en T coincide con la topologia mas débil bajo la cual las
secciones a € A son continuas.

3. Una sub-base de la topologia en T esta dada por el sistema de

conjuntos
V(a,e)={te T:|a(t)] <e}

La topologia de T es llamada topologia haz—*.
Proposicion
Laterna¢ = (p,E, T) es un haz C*.

¢ =(p,E, T) sellama el haz C* definido por el algebra C* Ay
el sistema de ideales Jr



Teorema

Sea A un algebra C*, Jr = {J(t) : t € T} un sistema de sus ideales
bilaterales cerrados, ¢ = (p, E, T) el haz C* definido por A y Jr y sea°(¢)
el dlgebra C* definida por el haz ¢. Entonces la funcion

7 A TP
a—a

es un morfismo de algebras C* tal que

1. ker & = () J(t).
teT

2. Im#7 = A.



Teorema
Sea A un algebra C*, Jr = {J(t) : t € T} un sistema de sus ideales
bilaterales cerrados, ¢ = (p, E, T) el haz C* definido por A y Jr y sea°(¢)
el dlgebra C* definida por el haz ¢. Entonces la funcion
7oA — TP(€)
a—a

es un morfismo de algebras C* tal que

1. ker & = () J(t).
teT

2. Im#7 = A.

Demostracién

> f(a)=a=0«<a(t)=0, Vte T acJ(t), Vte T < ac Nerd(t).
> Por definicién de A, se tiene Im i = A



Principio General Local

Sea A un algebra C* y J7 un sistema de ideales bilaterales.
Diremos que los elementos ay, a» € A son localmente
equivalentesent € T (a; ~! @) siy sblo si a; — ap € J(t). Las
proyecciones 7; : A — A(t) identifican elementos localmente
equivalentes en t y el algebra A(t) es llamada el algebra local
en t. Dado a € A, el elemento 7;(a) = a(t) sera llamado el
representante local de a en A(t).



Principio Local de Douglas-Varela.

Sea A un algebra C* con identidad e y sea Z su subalgebra C*
conmutativa que contiene a e. Denotemos por T el conjunto
compacto de ideales maximales de Z.
» Z=C(T).
» J; denota el ideal maximal de Z que corresponde al punto
teT.

» J(t) = A- J; es el ideal bilateral cerrado generado por J;
en el algebra A.

> Jr={J(t): te T



Proposicion

(N J() = {0}.

teT



Proposicion

(N J() = {0}.

teT

Demostracién

> Sea P un ideal primitivo de A y  la representacion irreducible de A
con ker m = P.



Proposicion

(N J() = {0}.

teT

Demostracién

> Sea P un ideal primitivo de A y  la representacion irreducible de A
con ker m = P.

> C-lcw(Z)cw(A) =C- I



Proposicion

(N J() = {0}.

teT

Demostracién

> Sea P un ideal primitivo de A y  la representacion irreducible de A
con ker m = P.
> C-lcw(Z)cw(A) =C- I

> Cxn(Z) =45 =~ 25 = Zn P es un ideal maximal de Z.




Proposicion

(N J() = {0}.

teT

Demostracién

> Sea P un ideal primitivo de A y  la representacion irreducible de A
con ker m = P.

> C-lcw(Z)cw(A) =C- I
> Cxn(Z) =45 =~ 25 = Zn P es un ideal maximal de Z.
>» ZNP=J=J(t) CP.




Proposicion

(N J() = {0}.

teT

Demostracién

> Sea P un ideal primitivo de A y  la representacion irreducible de A
con ker m = P.

C-lca(Z)cn(A) =C-1
>~ n(Z) = B =~ 25 = Z N P es un ideal maximal de Z.
ZNP=J=J(t)CP.

Jn= [ Q

J(1)CQ,Q prim.

v

v

v

v



Proposicion

(N J() = {0}.

teT

Demostracion

> Sea P un ideal primitivo de A y  la representacion irreducible de A
con ker m = P.
C-lca(Z)cn(A) =C-1

>~ n(Z) = B =~ 25 = Z N P es un ideal maximal de Z.

ZnP=J=J(t)CP.
Jn= [ Q

J(1)CQ,Q prim.

{0} € Nier () € Na prim. Q= {0} = Nier (1) = {0}

v

v

v

v

v



Consideremos el haz C* definido por A y el sistema de ideales

Jr,{=(p,E, T).
El espacio T tiene dos topologias naturales:

1. la topologia haz—* dada por &.

2. la topologia del espacio compacto de ideales maximales
de Z, la topologia de Jacobson.



Consideremos el haz C* definido por A y el sistema de ideales
JT! f = (p7 E: T)
El espacio T tiene dos topologias naturales:

1. la topologia haz—* dada por &.

2. la topologia del espacio compacto de ideales maximales
de Z, la topologia de Jacobson.

Lema
La topologia haz—* y la topologia de Jacobson coinciden en el
espacio T.



Teorema (Principio Local de Douglas-Varela)

Sea A un algebra C* con identidad, Z su subalgebra
conmutativa con la misma identidad, T el conjunto compacto
de ideales maximales del algebra Z y sea Jt como antes.
Entonces el dlgebra A es x—isomorfa e isométrica a T (&).



Teorema (Principio Local de Douglas-Varela)

Sea A un algebra C* con identidad, Z su subalgebra
conmutativa con la misma identidad, T el conjunto compacto
de ideales maximales del algebra Z y sea Jt como antes.
Entonces el dlgebra A es x—isomorfa e isométrica a T (&).

Demostracion
> ﬂreT J(t) =0



Teorema (Principio Local de Douglas-Varela)

Sea A un algebra C* con identidad, Z su subalgebra
conmutativa con la misma identidad, T el conjunto compacto
de ideales maximales del algebra Z y sea Jt como antes.
Entonces el dlgebra A es x—isomorfa e isométrica a T (&).

Demostracion
> ﬂreT J(t) =0

> A es x—isomorfa e isométrica al dlgebra C* A, en particular A es
cerrada.



Teorema (Principio Local de Douglas-Varela)

Sea A un algebra C* con identidad, Z su subalgebra
conmutativa con la misma identidad, T el conjunto compacto
de ideales maximales del algebra Z y sea Jt como antes.
Entonces el dlgebra A es x—isomorfa e isométrica a T (&).

Demostracion

> Mier J(t) =0
> A es x—isomorfa e isométrica al dlgebra C* A, en particular A es
cerrada.

> parab(t) € C(T) y &= e(t) laidentidad en A, bé =b e Z



> paratodade A, . - .
ba=béa=ba=bac A
= A es un C(T)—médulo



> paratodad e A, ; o
ba=béa=ba=bac A
= A es un C(T)—médulo
> por el Teorema de Stone-Weierstrass

A= A=T(E)



Teorema

Sea A un algebra C* con identidad, Z una subalgebra
conmutativa con la misma identidad, T el conjunto compacto
de ideales maximales de Z y ¢ = (p, E, T) el haz C* definido
por Ay Jr. Para/c\avda punto t € T y cada representacion
irreducible m € A(t) se introduce la representacion irreducible

pr ars a(t) = m(a(t))

del algebra A. -
Entonces la funcion = — p, es una biyeccion entre | J;.1 A(t) y
A



Demostracién
Inyectividad:

» Seanty, b € T distintos y 71, o representaciones
irreducibles de A(ty) y A(ty) respectivamente.

» Seaac Atalqueri(a(t))) #0yb(t) € C(T) con
b(t1) =1 yb(tg) =0, bac A.
pr(ba) = m1(b(t1)a(t)) # O,
pr, (ba) = ma(b(t)a(t)) = 0.
> pr, ¥ pr, NO pueden ser equivalentes.



Suprayectividad:
» Seape Ay P = kerp.
PNZ=Jy,=J(p) CP.
7 :a(t,) — a— p(a) es una funcion bien definida pues

v

v

a(ty) = b(ty) = a~'b=a-bc J(t) Cc P= p(a—b)=0= p(a)

—

> WGA(tO),VP:Pn-
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